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Vorwort. 



Im Gegensatz za den bereits längst erschienänen ftinf Bänden 
dieses Werkes lag für die Bearbeitung des vorliegenden vierten 
Bandes kein ofGcielles Stenogramm vor, weil Bmmboltz Ober den 
hier behandelten G^enstand seit der Elntstehnng des Planes einer 
Herannahe seiner Vorlesungen nicht mehr gelesen bat Als Chmnd- 
lage dienten vielmehr nur das Notizbuch und vorhandene Nach- 
sdiriften aas dem Wintersemester 1888/1889; auch bildeten für 
manche Kapitel namentlich der zvreiten Hälfte des Buches Hsuf- 
HoiiTz' einschlägige Originalarbeiten eine willkommene fii^nzung 
zu den knappen Notizen. 

Der einzige Punkt, in welchem das letztere HOlfsmittel ver- 
sagte, ist die in § 70 auseinandergesetzt« Elektrodynamik, welche 
im Gt^ensatz zu der in den bekannten Abhandlungen reröffeDt^ 
lichten keine lougitndinalen Wellen kennt, im G^ensatz zur Mas- 
VELL'scheo Theorie aber die Femwirknng im Yacuum beibehält. 
Da sie sich von der letzteren formal nur durch die Bedeutung einer 
Constanten unterscheidet und sich durch einen GreozUbei^ng in 
sie aberfahren lälst, glaubten die Herausgeber der seitherigen 
Weiterentwickelung der Elektricitätslehre das Zugeständnifs machen 
zo sollen, dais sie der Discussion der elektrischen Schwingungen 
statt der genannten Elektrodynamik die MASWEu^'sche zu Grunde 
legten. 

Ble H«nHi8geber. 



Inhalt. 

Einleitaag 1 

Erster Theil. 

Elektroitatik. 

Erster Abschnitt 
Feste elektrlaeke Lftdam^eM, KriUte mnd PoteHUale. 

g 1. Das Oesetz von ComMia 5 

g 2. Absointe Sinheit der Elektritüt&tsmenge . 8 

ff 3. Rechtwioklige Cooidinaten, Kraftcompoiieiiteii 9 

g 4. Potentielle Energie iwiachen zwei elektriech geladenen Kdrpercben 11 

% 5. System vieler elektriBcb geladener Eörperchen 14 

% 6. Das elektrische Feld eines Sjstems ron pnnktfSrmigen LadnngeD . 16 

% 7. Die FoteDtiaUiinction 20 

§ 8. ArbeitaldstDng bei der Bewegung eines geladenea Theilehens im 

elektrischen Felde 33 

g 9. Potentielle Ene^e eines Sjatems von vielen geladenen Punkten . 25 
§ 10. Die Potentialfonction eines Systems elektrischer Punkte genügt der 

IMfierentialgleichnng von LipLACB SO 

g 11. Continnirlich verbreitete Ladungen in rftumlicben Bediken ... SB 

g 1%. Continnirlich verbreitete Ladungen auf Flächen 89 

% 13. Continairlich verbreitete Ladungen auf Linien 43 

§ 14. Potential einer gldchmSfsig belegten Kieisecheibe in Punkten der Aie 45 

§ 15. Potential Nner gleichmSreig belegten Engelflache 4S 

§ 16. Gleicbmälsig vertheilte Ladung im Baume zwischen zwei concen- 

triscben Eugelfliehen und in einer Vollkugel 49 

§ 17. Jf bei beliebiger Vertheilung der räomlichen Dichtigkeit der 

ElektzidtSt Difiereutialgleichnng vou Poisson bb 

% 17 a. Der Sprang der ersten DiSiBrentialquolienten von tp an einer be- 
liebigen elekbriech beladenen Fläche 56 

^ 18. Gleichföimige Doppele chichten auf Eugelflächen und Kreisscheiben 61 

g 19. Doppelschichten von beliebiger Art 67 

§ 20. Zusammenfassung dar Beziehungen zwischen Ladungen und Poten- 
tialen 78 

8 21. Der OREm'sebe Satz 88 



vm INHALT. 

Sella 

§ 22. ADwendnngen des QHSBM'schen S&tzee aof die Potentialtheorie 88 

§ 23. Folgerungen für dss Potential in leeren BAnmen 96 

g 24. KisfiTiSlireii und Eraftf&dBii 99 

§ 2&. Der OsBEn'Bche Salz über Ewei einander gleiche Faacdonen erstreckt tOÖ 

§ 26. Aoswerthuug einer Potentialfduction in einem begrenzten Banm- 

gebiet mit Hälfe des GBEBN'schen Satees 110 

§ 27. FortaetEaug onter Verwendang der GBBEH'aahen Fimction . . . 116 

g 28. Ein Satx von Oadss über Potentiale in leeren Baomgebieten . . 120 

Zweiter Abschnitt. 
(}lel«kffewiekt der Elektrielütt auf lelteuiei ESrpera. 

Sretes KapiteL 
Allgemeine Grnndsätze. 
§ 29. Leitfähigküt und Inflnenzirbarkeit, allgemeine Bedingung des 

Gleichgewichts 122 

§80. £b giebt stete eine eindeutige Lösung des Gleichgewichtaproblems 128 

Eweltea KapitaL 
Theorie der elektrischen Bilder. 

§ 81. EogelfSrinige Gondactoren. Zwei Methoden Ear Auffindung des 

elektrischen Gluchgewichts 188 

§ 32. Elektrisches Bild eines geladenen Ponktes in BsEog auf eine 

Kogel 135 

§ 33. Elektrische Bilder in Bezug anf unendliche leitende Ebenen . . 141 

% 84. Infloenzimng einer leitenden Kugel durch ein festes äurseres 

Ladnngsgebilde. Zwei leitende Kugeln 146 

§ 35. Beciproke Bilder der einfachsten geometrischen Objecte. Winkel- 
trene oder Aehnlicbkeit der kleinsten Theilchen in Bild und Object 14S 

% 36. Eine andere Anwendung der reciproken Abbildung zur Auffindung 
des Gleichgewichts der Elektricil^ auf Leitern von besondeier 
Gestalt 153 

DrlttM KaplteL 

Kugelfunctionen. 

8 81. Vorbemerkungen 160 

§ 38. IKe hSheren Differeulialquotienten von — 162 

§ 89. Auffindung der Nonnalformen für die Kugelfunctionen .... 168 
§ 40. Transformation von ä ^ für den Gebrauch rSomlicher Polar- 

coordinaten 1T& 

§ 41, Differentialgleichung für P„„ und deren Lösung 178 

§ 42. Darstellnng einer willkGrlichen Function der lUchtnngewinkel im 

Baume durch eine Kngelftmctionenreibe 167 

§ 43. Mnbches Beispiel für die Darstellnng einer Function von ft durch 

eine EngelfanctioneiiTeihe 197 

§ 44. Anwendung der Kugelfunctionen auf elektroetatische Probleme 203 
§ 45. Die transcendenten Integrale der DiSerentialgleichung der Kugel- 
functionen. 207 



INHALT. IX 

StIM 

g 45a. Etuige Potentialfimetioiieit in elliptischen Coordinaten 213 

§ 4S. Die KogeUnnctionen fUr nicht ganzzahlige Werthe von n and m 224 

VleitM KapitoL 

§ 47. Zweidimennonale Prohleme 281 

§ 48. Das Enei^epiinisp in der Elektrostatik 8SS 

Zweiter Theil. 

Aadar« CtoMet», in denen lioh die Srmft au einer FetentUlfdnatlon 
ableitet 

Erster AbBchnitt 
Mapietliirt« EBrper und Dlelektrle«. 

§ 49. Allgemeine Theorie der permanenten Magnete 245 

g 50. Angenäherte Dantellnng des Kraftfeldes in der Umgebung eines 

Magneten 2GB 

§ 51. Das magnetische Kraftfeld der Erde und seine Messung .... 260 
§ 52. Allgemeine Theorie der Dielektrica and tempoiSr magnetischen 

Körper 2Ö5 

g 53. Kugel and Ellipsoid ans magnetisirbarer tiabstanz im homogenen 

Feld 278 

§ 54. Die Energie statischer elektrischer and magnetischer Felder. Der 

elektrische Condensator 279 

g 55. Die ponderomotorischen Kräfte 285 

g 56. Die MAxmLL'schen gpannongen 290 

Zweiter Abschnitt 

StfttlonKn elektriselie StrBme. 

g 57- Die Stromdichte and ihre AbhSngigkut von der elektrischen Kraft 296 

g 58. Die elektromotorischen KrÄfte 299 

g 59. Stromstärke nnd elektrischer Widerstand, ätromvertheilung iu ver- 
zweigten Leitersjstemen 306 

g 60. Beispiele fEtr die Berechnung des Widerstandes räumlioh auS' 

gedehnter Leiter 811 

g 61. Der Eneigieamsati etationftrer ätr&ne. Dimensionen 315 

Dritter Theil. 

Elektranu^etiiobe Wechielwirkimgen. 
Erster Abschnitt 
Pm BagnetlHhe FeU statlonSrer elektrlseker StrSme. 
g 62. Das magnetische Feld linearer StrSme, dargestellt mit Hülfe 

AjipfeBB'scher Flüchen 320 

g 63. Das magnetische Feld ein« linearen Stroms, dargestellt durch 
Integrale über die Stromoorve. Die Rückwirkong einer magne- 
tischen Feldstärke auf den Stromleiter 330 



§ 64. Die Wechmlwirkung swiachen lineftran Sb^men 93S 

§ es. Du magnetiaclie Fdd rftnmlich vertheilteT StrSme 341 

g ee. D«T SrOEBg'sclie Satz 346 

g 61. Die AnFiKi'iche Magnetumusliypothefle; das VectorpoteDtUl eines 

magDetiBehen KScpera 353 

g 68. Die Energie dea msgnetiacbeD Feldes elektrischer Strfime ... 361 

Zweiter Abschnitt 
El«ktr«magrsetlBelie 8«liiriiifuifeB. 

% 69. Indnction 864 

% 70. UngeachloBBene Bträme. Femwirkoag nnd endliche Fortpflanznngs- 

geschwiudigkeit der elektromagnetiBchen Wirkungen 8T1 

g 71. Uebergsng eut MAzwxu.'scbeD Theorie 377 

g 72. Ebene elektromogiietiBohe Wellen in Di^ektriken B82 

g 73. Kngelwellen in Dielektriken S86 

g 74. Ebene Wellen in leitenden Körpern 389 

§ 75. Qrenzbedingungen. Die Beflenon elektriocher Wellen am voll- 
kommenen Leiter S98 

g 76. Das Euei^eprincip in der M^xwBLL'scben Theorie. Eindeutigkeit 

der Ldsnng der UAzwELL'achen Gleiehougen 396 

§ 77. Du Energieprinüp in der Theorie der qnasi-stationiren StrtSme . 400 



EINLEITDNÖ. 

In der DTnamik der ponderablen Massen, soweit letztere als 
Systeme tod MasaenpankteB — freien oder fest Terbandenen — 
angesehen werden kSnsen, kommt man aas mit der Annahme von 
Naturicr&ften, welche zwischen je zwei Ponkteo in Bichtung der 
Verbiodangslinie nach onTerftoderlicheo Gesetzen willen. Es sind 
dies Anziehnngs- oder Abstofsnagskr&fte, deren IntensitAt der Sröfse 
der beiden Massen — dem Mafse ihrer Ti^beit — proportional 
ist und sonst nur von der Entfernung zwischen den Punkten ab- 
hängt, nicht aber ezplicite von der Zeit noch von den (^escbviadig- 
keiten der Funkte. Im Gebiete der elektrom^netischen E^rschei- 
nuDgen kommt man mit solchen elementaren Centralkiftften nicht 
durch; es treten dort auch drehende Einwirkungen au^ welche nicht 
in An2iehnng oder Abstofsung, sondern in einem Antrieb senkrecht 
auf der Terbindungslinie besteben. Dabei haben wir es allem An- 
scheine nach mit Agentien oder Substanzen zu thnn, welche ver- 
Bchieden sind von der trägen nnd ponderablen Materie. Das Attribut 
der UnzerstSrbarkeit kann man auch ihnen zuerkennen, jedoch mit 
einer charakteristischen Modifikation. Diese Qoanta erscheinen näm- 
lich als algebraische GrSisen, welche sowohl positir wie negativ sein 
können. Eine Vermischung gleich grofser Mengen von entgegen- 
gesetzter Art giebt dann die Summe NuU: Die entgegengesetzten Agen- 
tien heben sich gegenseitig auf nnd umgekehrt kann man in einem 
neutralen System beliebig grolse Mengen beider entgegengesetzter 
Arten yon einander trennen. Der Begriff der UnzerstSrbarkeit und Un- 
Termehrbarkeit ist also fUr die elektrischen und die magnetischen Agen- 
tien durch den Zosatz zu beschränken, dafs gleich grofse Mengen beider 
entg^engesetzter Substanzen Terschwindeu oder entstehen können 
und dais der neutrale Vorrath, den man trennen kann, unerschöpf- 
lich ist Diese Substanzen haben ihren Sitz nie im leeren Baum, 
H. T. Hamoftn, UmmM. Fhriik. Bd, iv. I 



2 EINLEITUNG. 

Boodern immer in der pocderablen Materie'], and zwar erlauben 
gerade die dichtesten EOrper, die Metalle, den elektrischen Sub- 
stanzen eine grofee Beweglichkeit, und die Metalle der EUsangnippe 
in gewissem Sinne auch den magnetischen Substanzen. W^es 
dieser LeicbtbewegUchkeit hat man diese Substanzen auch als Fluida, 
gewissermalsen imponderable Flüssigkeiten, bezeichnet; auch die 
Bezeichnui^ elektrischer Strom ist aus dieser Auffassung entstanden. 
Da nun, wie gesagt, die Kraftwirkungen zwischen elektrisch durch- 
strömten Körpern und die zwischen solchen und Magneten sich 
nicht zurückführen liefsen auf Centralkräfte in Richtung der Ver- 
bindungslinie, so Tersuchten die Physiker die Grundgesetze dieser 
hypothetischen Kräfte zwischen den elektrischen Substanzen so zu 
erweitem, dsTs die Kräfte auTser Tom Abstand auch noch von der 
Geschwindigkeit der bewegten Substanzen abhingen. Die bekannteste 
Form eines solchen Grundgesetzes ist die von Wilhelu Wsbeb 
gegebene; auch BmMANH und Clacsiüs haben über solche Grund- 
gesetze nachgedacht Die Art der Wirkung ist dabei sowohl fUr 
ruhende wie für bewegte Flnida rorgestellt als eine unvermittelte 
Femwirkung, welche momentan an jeder Stelle des ßaumes eintritt 

Faeäday nahm Anstofs an dem Begriff der Femwirkung. Schon 
Newton hat sich wohl schwer oder gar nicht dazu entschliefsen können 
bei der Formulirung seines G^ritationsgesetzes; er sagt deshalb 
auch nur, die Bewegungen der Himmelskörper gehen so TÖr sich, 
wie sie aus der mathematischen Formel fQr die Anziehungskraft 
berechnet werden, ohne auszusprechen, dals das wahre Wesen dieser 
Kraft eine unvermittelte Femwirkung sei. Über eine Ursache der 
Gravitationswirkung macht überhaupt Newton gar keine Annahmen. 
Auch heut zu Tage ist es noch nicht gelungen, eine befriedigende 
Erklärung dafür zu finden. Den auf Newton folgenden Generationen 
wurde das Unerklärliche immer weniger fühlbar, während die An- 
wendung des Gesetzes die Bewegungserscbeinungen im Weltraum 
mit grölster Schärfe zu berechnen erlaubte. Man glaubte daher 
mehr und mehr, wenn man die Kraftwirkungen in der Natur auf 
ein dem bewährten Schema des Gravitationsgesetzes nachgebildetes 
System von Ferakräilen zurückgeführt habe, damit die befriedigendste 
Erklärung gefunden zu haben. 

Durch die Arbeiten der an Fahadat anknüpfenden Physiker- 
schule wurde nun die Anschauung vom Wesen der elektrischen und 



'] Die Vorstellnng freier Elektronen war damals (1888) noch nicht ge- 
bildet wordeD. 



EINLEITUNG. 3 

magnetlBoheD Phänomene zu einem Tollendeteren Standpunkt ge- 
fördert als die der mechanischen Wirkimgen träger M&terie, bei der 
vir bis jetzt ohne die Annahme von Femkrilften in Ermangelung 
eiser befriedigenderen G^mudlage noch nicht auskommen. 

Fabadat sachte, getrieben von der Überzengong, dafs die 
Wirkungen zwischen getrennten Körpern sich dorch das zwischen- 
liegende Medium stetig fortpflanzen mtUsteo, Veränderungen in diesen 
nachzuweisen. So gelang es ihm die Magnetisirbarkeit aller Sub- 
stanzen nachzuweisen. Die von ihm entdeckte Erscheinung des 
Diamagnetismas vieler EQrper findet ihre angezwungenste Erklärung 
in der Anschauung, dals sogar der TOn ponderabler Substanz gänz- 
lich gesäuberte, leere Baum, den man als Zwischenmedium den 
freien Aether genannt hat, magnetisirbar sei, und zwar stärker 
magnetisirbar als die diamagnetischen, schwächer als die paramagne- 
tischen Körper. Analog fand er, dafs in den elektrischen Isolatoren 
ein besonderer Zustand sich verrät — die dielektrische Polarisation; 
die Fähigkeit diese auszubilden ist ebenfalls auf den freien Aether 
mit zu erstrecken, wenn auch hier nicht etwa ein Analogon zum 
Diamagnetismas (welches nicht bekannt ist) zu dieser Vorstellung 
drängt Auf Grund dieser Faradat sehen Vorstellung hat dann 
Gl. Maxwell eine mathematische Theorie der Elektricität and des 
Magnetismus und ihrer Wechselwirkungen aasgearbeitet, welche lehrt, 
dals Femwirkungen nicht ezistiren, sondern dafs alle in das Gebiet 
gehörigen Wirkei^n sich mit endlicher, wenn auch sehr grofser, 
Geschwindigkeit durch den Raum als Störungen des Aetbers aus- 
breiten. Der Werth dieser Geschwindigkeit konnte auch experi- 
mentell gemessen werden mit Hülfe stehender elektrischer Wellen 
durch Hedtbich Hestz; eine Abweichung vom Werthe der Licht- 
geschwindigkeit konnte nicht constatirt werden. 

Die Formnlirung dieser neuen Theorie bereitete begreiflicher 
Weise lange Zeit hindurch grofse Schwier^keiten. Sie verlangte 
die Conception neuer, eigenartiger Begriffe, welche an die Spitze des 
ganzen Systems gestellt werden mufsten, während diese in dem 
alten Vorstellungskreis, wenn Überhaupt unterzubringen, nur fem- 
abliegende Begriffe von nebensächlicher Bedeutung repriLsentirten. 
Umgekehrt sanken die GmndstUtzen der alten Theorie, die unzerstör- 
baren Substanzen der elektrischen und magnetischen Fluida herab 
zur Bedeutung von sekundären Sechengröfsen — sogenannten In- 
tegrationsconstanten. 

Diese Fabadat-Maxvfbll sehen Ideen fähren eine vollständige 
Umwälzong in der theoretischen Physik des Aetbers herbei, indessen 



4 EINLETTUNa. 

befindet dch die Lelire angeDblicklich^} noch in einer Krisis, die 
erst dorcbgemacht werden mofB. Delshalb ist es fOr einen Lehr- 
Tortrag zur EünftÜuimg in das Gebiet einstweilen geratheoer, sich 
nicht Ton Tomherein auf MAXwxLL'scben Boden zn stellen, sondern 
eine historische Darstllang der Begriffe und Gesetze za geben, wie 
sie sich entwickelt haben. 



') 169B gespnMiieii. Die EriaiB dürfte heut als fiberwnnden gelten, man 
ist indesaen neneidings durch EinfBhmiig des ElektronenbegrifG} den filteren 
Voratelliuigen von der Babatantielleii Natur der Elektridt£t wieder etwas nHher 
gekon 



Erster Theil. 

X 1 e k t r o B t a t i k. 

Erster Äbachnitt 
Feste elefetrlsehe Ladungen, Eriifte nnd Potentiftle. 

§ 1. Das Gesetz von Coulomb. 

Die alte Lehre von den beideD estg^esgeBetzteo elektrischen 
Flnidis mit ihren Fernkr&ften ist sehr TollgtAndig ausgearbeitet 
irorden und giebt fOr eine grofse Elaese von Fh&nomenea voll- 
Btändige nnd einheitliche Ekklärungeu. Se Bind dies die E^cheinongen, 
hei denen die Vertheilung der elektrischen Qiuuita in Knhe fort- 
besteht oder höchstens mit ihren ponderablen Trägern in mBisigen 
Geschwindigkeiten bewegt wird. Bei diesen Phänomenen befinden 
sich die Ladungen jederzeit im Gleichgewicht der zwischen ihnen 
wirkenden Kräfte ; man nennt daher die Lehre Ton densetbeD 
ESektrostatik. 

Die eigenthOmlichen, scheinbar nnvermittelt in die Feme wirken- 
den elektrischen Kräfte kann man nach der Art ihrer Wirkung in 
zwei ErBchetnnngrformen trennen: 

1, Pooderomotorische Kräfte, welche die ponderablen Ti^^r 
der Elektricität in Bewegung setzen, oder denen durch mechanische 
Klüfte das Gleichgewicht gehalten werden kann. 

2. Elektromotorische Kräfte, welche in rohenden (oder mälsig 
bewegten) leitenden Trägem die Flnida selbst in Bewegung setzen. 
Diese Bewegoi^en fOhren übrigens meist in allerkürzester Zeit zu 
solchen Anordnungen der Fluids, welche jene elektromotorischen 
£r&fte aufheben nnd damit einen Buhezastand herbeiführen. Die 
anderen Fälle, in denen das Gleichgewicht der elektrischen Klüfte 
daaemd gestört bleibt, werden wir bei der Lehre von den galra^ 
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niBcheu Strömen kennen lernen, hier beBchäftigt uns zunächst nur 
der Fall des QleicligewiclitB. 

Das Gesetz, nach welchem die elektriBchen Er&fte wirken, ist 
in beiden Erscheinungsformen, der ponderomotorischen und der 
elektromotorischen, das gleiche; es spricht nicht toq den materiellen 
Trägem der Fluids, sondern nur von letzteren. CouiiOhb bestimmte 
das äesetz der ponderomotorischen Wirkni^ zwischen zwei elektrisch 
geladenen kleinen Engeln mit HOlfe der Drehwaage (7 Abhandlungen 
der Pariser Akademie 1785—89). Er fand, so weit die äenanigkeit 
seiner VersuchBanordnuDg dies zu erkennen erlaubte, dafs die 
mechaniBche AbBtofsungskraft zwischen zwei mit gleichnamiger 
Klektricität geladenen kleinen Körpern proportional ist dem Producte 
der beiden Ladungen and umgekehrt proportional dem Quadrate 
ihres Abstandes. Bezeichnet man die Kraft mit K, die beiden 
ElektricitAtsmengen mit e, und e,, den Abstand ihrer kleinen Träger 
mit r und endHcb mit Ä^ eine Constante, das soll heÜBen eine 
Gröfse, welche für alle möglidien Ladungen und Abstände denselben 
Werth besitzt, so kann man das CouLOHB'sche Gesetz durch folgende 
Formel darstellen: 

jr»^..ii_i. (1) 

Der Theil des Gesetzes, welcher die Abhängigkeit der Kraft 
von der Entfernung r ausdruckt, kann, so lange es sich am die- 
selben unveränderten Ladungen ei und ^ handelt, durch MesBungen 
an der Drehw&age und lAngenmesBongen direct bestätigt werden, 
dagegen verlangt das im Zähler des Aasdmcka stehende Frodnct e, • e, 
die Möglichkeit, verecbieden grofse Elektricitätsmengen wenigstens 
nach einem relativen Ua&fse messen zu können. AIb Kriterium 
der Gleichheit zweier Qaanta mnJs die Gleichheit ihrer Wirkung 
auf ein and dasselbe dritte Quantum dienen. Man braucht dann 
noch eine Methode der Addition und der Theilung dieser Gröfsen, 
um das MengeuTerhältnifs Terschiedener Ladungen messen zu können 
und damit die Ladungen als phTsikalische Qrdlseu zu erkenneD. 
Möglichkeiten hierzu wären gegeben durch die BerOhnrng metal- 
lischer isolierter Träger, weil in ibneD die Elektridtät vollkommen 
beweglich iat Die Sache liegt hier anders als bei dem sonst 
ähnlich lautenden Grantation^eBetz. Dort ist das Agens die ti^ige 
Masse, fär welche ein Maals bereits in der Gröfse ihres Beharrungs- 
vermögens oder auch ihrer lebendigen Kraft gefanden ist, so dafB 
es als eine besondere, nicht selbstverEtändliche Eigenschaft hinzu- 
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kommt, dals die MasBananziehnng sich gerade dieser Quantität der 
Trägheit proportional bethätigi Von den elektrischen Ladungen 
aber kennen wir, wenigstens im G^ebiete der ElektroBtatik, keine 
anderen meisbaren Eigenschaften, als die durch das CouLOHB'sche 
Gesetz formnlirten Äbstofenngs- oder Anziehnngski^kfte. Yon diesem 
Standpunkte ans erscheint es selbstTeratandlich, dafs eine Ladnng 
z. B. doppelt so grofa ist, als eine andere, wenn sie aus gleichem 
Abstände nud auf dieselbe zur Prüfung verwendete Ladnng wirkend, 
die doppelte Abstoisungs- oder Anziehnngakraft herrorbringt, aber 
es liegt in diesem Scblnis doch die Toraussetzung, dals durch die 
Hinzoftlgong neuer Ladungen weder die bereits Torhandene noch 
die hinzugelegte in ihrer Wirksamkeit irgendwie verändert werden, 
sondern dals sie als unToränderliche Quaota mit nnveränder- 
Ucben Eigenschaften addirt werden, also echte physikalische Qrdfsen 
sind. Diese Anachaanng hat sich in den feinsten experimentellen 
PrOfungen dnrchans bewährt Alle scheinbaren Widersprüche da- 
gegen lassen sich befriedigend erklären, z. B. die regelmäisig mit 
der Zeit abnehmende Kxaft durch Abnahme der Ladungen in Fo^ 
mangelhafter Isolimng, die Vei^Lndemog der Eraft je nach dem 
ifiolirenden Zwischeomedium durch einen besonderen, der Magneti- 
sirong von ganz weichem Eisen analeren, elektrischen Zustand des 
Hediuma Das GoniiOifB'eche Gesetz nimmt freilich keine Hücksicht 
anf das Zwischenmediom, mnls daher, wenn die Grölse A* wirklich 
constant sein soll, beschränkt werden auf Ladungen, welche sich 
im Vacnum oder in der elektrisch nur sehr wenig davon verschiedenen 
Luft gegenfiberstehen. 

Eün experimenteller Nachweis dafür, dals im Zähler des Aus- 
dracks Q-leichnng (1) das Produkt der beiden elektrischen Quanta 
e,>e, auftreten mub, Heise sich — wenigstens in der Idee — 
folgendermaaTsen mi^ der Drehwaage aosfähren: Zunächst weist man 
die Gleichheit der Wirkni^ und Gegenwirkung durch Vertauschui^ 
der feststehenden and der am Hebelarm beweglichen Ladung nach. 
Sodium stellt man sich noch zwei mit dem gleichen Quantum c^ 
beladene E&rperchen her und mifst immer im gleichen Abstände 
r a 1 die Abstoänngskräfte zwischen allen möglichen Paaren von 
Ladongen. Diese Eiilfte seien bezeichnet durch 

^t -Sil = ■^loi ^t = ^' ^1 ^ -^1 ■ 

Man wird dann durch Messung folgende Proportion bestätigt 
finden 
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Die Kraft zwisdien e^ lud e, erscheint also dai^eetellt als 
Prodoct zweier gleichgebildeter Factoren, deren erster nur Ton e,, 
deren zweiter nnr von e, abhängt Die Qröfse t^ kann keinen Ein- 
fluTs auf den Werth dieser Factoren haben, vielmehr stellen letztere 
direct die elektrischen Massen Cj and i, dar. 

§ 2. Absolute EInbelt der Elektrlcltütsmenge. 

Jedenfalls bildet das CoDLOHB'sche Gesetz das ursprünglichste 
nnd nächstliegende Mittel, nm die öiöiäe elektrischer Iiadungen oder 
Quanta zu messen. Wäre das elektrische Quantum erklärbar dnrch 
einen besonderen mechamachen Zastand seines Trägers, so kSnnte 
man dessen Dimension und MaaTseinheit anschliersen an die ab- 
soluten mechanischen Maafse, welche sich alle auf die Einheiten der 
Länge, der Hasse and der Zeit znrUckf&hren lassen. Dann würde 
sich auch die Constante A* in Gleichung (1] nach Zahl nnd Dimen- 
sion angeben lassen. Da aber die elektrischen Quanta dnrohaas 
geschieden Ton der mechanischen Eracheinnngswelt dastehen, und 
nur an ihresgleichen relatiy gemessen werden kSnnen, so ist eine 
absolute Einheit fttr ihr Haafä nicht direct angebbar. Ein einheit- 
liches, flberall reprodncirbares HaJä ist aber ftlr den Vergleich der 
Tersohiedenen Messungen sehr erwünscht, oft nnerlä&lich. 

Deshalb ist man nach dem Vorgang von Wilhelm Wbbbb über- 
eingekommen als E^heit der Eiektricitätsmenge diejenige festzusetzen, 
bei deren Anwendung das CouLOHB'sche Gesetz die einfachste Gestalt 
annimmt, bei wdcher also der Proportionalitätsfactor A' durch die 
Zahl 1 ersetzt wird: 

jr-iLi. (1.) 

Durch diese wülkOrliche Festsetzung erhalten wir ni<dit nur eine 
Maaleeinheit des Elektricitätsquantnms, sondern das Quantum erhält 
auch eine an das absolute Maalssystem der mechanischen Oröfsen 
sich anschlielsende Dimension, welcher zwar keine innere sachliche 
Bedeutung zukommt, mit der man jedoch nQtzlich rechnen kann. 
Die mechanische Kraft K hat die Dimension: 



K~[LMT-'^. 
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Hier bedeotet L eine Ülnge, M eine Masse, T eine Zeit; die eckige 
ElaBomer soll andeDten, dafs die Qleichimg dch nnr auf die Dimen- 
sion, Dicht auf den Z&hlenwerth, bezieht (VergL Bd. I, 2, S. 32—35.) 
Das Quadrat des Abstandee ist das Quadrat einer I^Lnge: 

r'_[f]. 

Es ist also nach Gleichnng (1 a): 

Da ntin e, und e, als gleichartige äröfsen auch von gleicher Dimen- 
sion sein müssen, so hat das Prodnct e^-e, die Dimension des 
Quadrats der ESektricit&tsinenge, nnd die BlebtricitiLtemenge selbst 
hat die Dimension 

e = [L*Jr*r-']. (2) 

Man nennt diese Art der MaalsbÜdnog die elektrostatisctie. W. Wbbeb 
benutzte als <}nmdeinheiten mm, mg, sec; wenn wir aber das 
seit dem Parüer Internationalen Congrels von 1861 gebiAuch- 
liche C.G-.S.-S7st«m (cm, g, sec) befolgen, so ist die absolute elektro- 
statische Einheit der Ladnog dadurch defiuirt, dafs zwei hin- 
reichend kleine Efirper, beide mit je dieser Einheit beladen, sich 
im Abstände von 1 cm mit der Kraft 1 Dyn abstofsen. Diese Kraft 
ist nahezu ebenso grots, wie der Zug der Schwerkraft, welchen wir 
empfinden, wenn wir ein Müligrammgewicht in der Hand halten. 
Die elektrostatische C.G-.S.-Einheit der Ladung ist also ein ver- 
h&ltniJsmäfsig sehr kleines Quantum, von welchem, unseren Sinnen 
zugänghch, nur geringe Wirkungen ausgehen. Durch feine Me&- 
apparate (Elektrometer) können zwar sogar Bruchtheile dieser Ein- 
heit nachgewiesen werden, aber bei allen gröberen Versuchen, bei 
denen sich direct sinnfällige Fl^nomene zeigen, hat man es mit 
viel giOiseren Quantitäten zu Ümu, welche nach Tausenden oder 
gar Millionen dieser Einheit z&hlen. 



§ 3. Rechtwinklige Coordlnaten, Kraftcomimnenten. 

Wir legen im Baume ein rechtwinkliges Coordinatensystem fest, 
dessen Abmessungen mit x, y, » bezeichnet werden, bringen an die 
Stelle z^ y^ «j ein kleines Eörperchen beladen mit der Elektricit&ts- 
menge e, und an eine andere Stelle x^ y,, x, ein kleines £5rpercheD 
beladen mit der Menge e,. Um die Vorstellung festzulegen, wollen 
wir e, und t^ gleichstimmig annehmen, so dab eine Abstofiiungskraft 
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§8 



zwiBohen den beiden Theilchen besteht. Diese virkt, dem Gesetze 
TOD der Gleicbbeit der Wirkung nnd der G^enwirkuog folgend, 
auf beide Ladungen in gleicher 
Stärke und in entgegengesetzter 
Bichtnng, und zwar ist diese Rich- 
tung an beiden Paukten die Ver- 
t&ngenmg der geraden Verbindungs- 
linie. Diese beiden Ei4^ zerl^e 
man in Componenten parallel den 

U. Coordinatricbtangeo; die auf e^ 

I wirkenden seien X^, T^, Z^, die 

— 1) U auf e, wirkenden seien X^, T^ Z^. 

In Figur 1 ist diese Zerlegnng fElr 
die beiden Richtungen x und y ge- 
zeichnet unter der Annahme, dafs 



'*~jP]|l 




Fig. J. 



Xj<x^ und yj<yj ist 
nun abzulesen: 



Die RichtungBcosinus des Pfeiles K^ sind 

cos(jr,,s) 

Hier bedeutet r den abeolatea Werth des Abstandes beider LadangeQ 



, »■->■ 



(8) 






m 



Der absolute Werth der Kraft ist nim nach dem CouLOUB'scheo 
Gesetz: 

Vis 



K^-E,. 



nod ans ibm gewinnt man die CompoBeDten durch Mnltiplication 
mit den Bicbtnngscosinas: 



.iliL 
■ r" 



-J^ ^ 'itiK -».) 



' r' 



tltlt-i- 
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Da die auf e, aqsgeUbt« Kraft der eisteren entgegeageeetzt gleich 
ist, haben ihre drei Gomponenten das entgegengesetzte Yorzeichea 
und gleichen absoluten Betrag wie die Torstehenden. Wir wollen 
das nicht dnrch TOigesetzte Minnszeichen ansdrflcken, sondern durch 
Umdrehung der Coordinatendiffereozen. So findet nuin: 



(6a) 



Han Überzeagt dch leicht, dafs diese sechs algebraischen ÄoBdrUcke 
fOr alle möglichen relaÜTen Lagen der beiden Funkte 1 and 2 das 
richtige Yorzeichen für die Kraflcomponenten ei^ben, ja wir können 
jetzt anch die Beschrbiknng fallen lassen, dafs es sich um die Ab- 
stolsung zweier gleichnamiger Elektricit&tgmeugen handeln solL Die 
Torstehenden Ausdrficke gelten unverändert auch ftir die Anziehung 
zwischen einer positiTen and einer negativen Ladung. Thatsächlich 
haben bei Anziehung alle sechs Componenten entgegengesetztes Yor- 
zeichen wie bei Abstofsong. Das kommt nun auch in diesen 
Formeln zum Aosdruck, denn das Product e,-e,, welches füi zwei 
gleichnamige Ladungen (gleichviel ob + oder — ) stets positiv ist, 
wird fOr zwei ungleichnamige Ladongen nothweudiger Weise negativ, 
so dab auch in diesem Falle aus den Formeln (5) und [5 a) die 
richtigen Componenten der Kräfte gefunden werden. 

§ 4. Potentielle Energie zwischen zwei elektrisch geladenen 
Körperchen. 
Die Tontebenden AasdrUcke fOr die sechs Kraftcomponenten 
kann mau als partielle Differentialgnotienten einer and derselben 
ein&chen Function der Coordinaten darstellen. Zunächst findet man, 
wenn man den in Gleichung (4) gegebenen Ansdruck r der Reihe 
nach nach allen sechs danusteckenden Coordinaten differenzirt: 



dr y,-g, 

dr _^~x, 
dx^ r 
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Das Bind nur aadere DarBtelliiiigen für die Richtongscoünas Ton r. 
Femer ist nach den Kegeln des Differenzirene 



— ( 






und im&log jeder der fünf anderea partiellen Differentialquotienten 
Too — z. B.; 

d (\\ 1 dr ».-jr. 



«». 



- etc. 



Dies sind nun bis aofs Vorzeichen gerade die in den Ausdrucken 
der Kraftcomponenten vorkommenden Oebüde. Da e, und e, feste 
Orft&en sind, welche unre^ndert gedacht werden mtkssen, wenn man 
die A.bhängigkeit der Kraft von der Lage der Ponkte aufsuchen 
will, so darf man c^ e, als oonstanten Factor ongestört unter die 
Differenziationszeichen hineiuBchieben , und erhält folgende Q^lei- 
chnngen: 



y. — 



Sy,\ 



lhh\ 



y. — 



d 



iLil 



äi^V 



z,-- 



d%,\ r ) 



(6) 



Jede Kraftcomponente ist also dargestellt als ein negativer Differen- 

tialqnotient der Function -^ genonimen nach deijenigen Coordi- 

nate des Zweiladungssjstems, welche durch diese Componente be- 
schleunigt wird. Die Kraftcomponenten sind ponderomotorische, 
mechanisch wirkende, also ist 



<» = iii- 



m 



die potentielle Enei^e oder der Arbeitsvorratb des Systems der 
beiden geladenen Körpereben. (VergL die EänfUhmng dieses Be- 
griffs in Bd. I, 2 S. 196, Qleichung (115}.] Da diese Enei^eform 
eine Folge der elektrostatischen Ladungen der beiden Kfirperchen 
ist, nennt man sie die elektroBtatische Energie. Eine additive Con- 
stante kann man immer hinzufügen, welche bei der Bildung der 
DifTerentialquotienten wieder fortfällt, mitbin ohne fSnflnfs auf die 
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Werthe der elektriachen ponderomotorischen Kraftoomponenteii ist; 
in dieser Constanteu kann man allerlei iinTeränderliche sonstige 
Energiegröfaen an&ehmen, welche Bich bei wechselndem Abstand 
der beiden Ladungen nicht ändern, z. B. den bei constant gehaltener 
Temperator onTeränderten Wärmeinhalt der beiden Träger, oder 
den aus der AüGnität der Stoffe beider Ti^er folgenden Inhalt an 
chemiBcher Energie, endlich aber auch noch zwei Beträge von eben- 
faUs elektrostatischer Art, welcher ans der ZasammendräDgung der 
elektrisohen Qaaota in jedem der beiden kleinen Körper folgen. 
Diese letzteren können sehr bedeutend sein, bleiben aber bei Ver- 
änderoDgen ron r unberOhrt, wenn die Träger Isolatoren oder sehr 
kleine Condnctoren sind. Die potentielle Energie der Gravitation 
zwischen den Massen der beiden Träger endlich, welche allerdings 
Ton dem Abstand *■ abhängt, ist wohl stets wegen üirer Eleinheit 
ohne Schaden zu Temachläsaigen. Sorgt man dafür, dafs schnellere 
Bewegungen der Träger verhindert werden, so ist auch die kinetische 
Energie der Hassen zu vemat^lässigen, und der variable Theil der 
gesammten Energie bei gewöhnlichen elektrostatischen Versuchen ist 
durch die Formel (7) dai^estellt Sein Werth nähert sich der Null, 
wenn beide Ladungen in grofse Entfernung von einander gebracht 
werden, dagegen steigt sein Werth positiv an, wenn zwei gleich- 
stimmige Ladungen einander genähert werden, und er sinkt ins 
Negative herab, wenn zwei entgegengesetzte Ladungen einander ge- 
nähert werden. Mathematisch würde folgen , dafs die elektro- 
statische Energie ±co wird, wenn die Fonktladungen zur Deckung 
gebracht werden, doch hat dies keine physikalische Bedeutimg mehr, 
denn die Träger endlicher Elektricitätsmengen haben selbst immer 
eine gewisse Ausdehnui^, und man darf sie nur so lange als 
Massenpunkte betrachten, als der Abstand r grofs ist gegen ihre 
eigene Ausdehnni^. 

Von dem Zwischenmedium, in dem die beiden geladenen 
Körper li^en, ist weder im CoDiiOun'schen Gesetze noch in dem 
daraus hei%eleit«ten Ausdruck der elektrostatiachen Energie die 
Rede. Das ist eine Lücke, welche in der Femwirkungstheorie nur 
dnrch besondere Vorstellungen über die Natur der sogenannten 
Dielektrika ausgefüllt werden kann, thatsächlich ist die Eraft 
von der Art des Mediums abhängig, wie Fasadat gezeigt hat 
Wir wollen delähalb einstweilen als Zwisohenmedium den leeren 
Kaum oder die elektrostatisch kaum davon verschiedene Luft voraus- 
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§ 5. System vieler elektrisch geladener Körperchen. 

Der nächste Schritt, den wir Torwarts thnii, soll an die Stelle 
zweier geladener Eörperchen eine ganze Schaar von beliebig vielen 
solchen setzen. Alsdann wirken zwischen jedem Paare Abstolsaags- 
oder Änziehungskt&fte nach dem CoDiiOHB'scben Gesetze. In dieser 
Aussage liegt die Annahme, dafa alle die Kräfte, welche auf eines 
der Theilchen Ton den Übrigen ansgeübt werden, sich ungestört 
durch geometrische Addition zu einer Besnltante Tereinigen, dab 
also beispielsweise die Wirkung zwischen einer ersten und einer 
zweiten Ladnng nicht dadurch verändert wird, dafs beide noch auf 
eine dritte Ladung einwirken and von dieser dritten beeinduTst 
werden, eine Annahme, welche sich durchaus bestätigt hat, so lange 
die Träger der Iiadungen hinreichend klein gegen ihre gegenseitigen 
Abstände sind, so dafs auf Yerrückungen, welche die Ladungen im 
einzelnen Ti^er selbst erfahren kfinnen, keine KOcksicbt zu nehmen 
ist. In gröfseren geladenen Conductoren, welche TerhältniTsmäfsig 
nahe benachbart liegen, gilt dies nicht mehr, doch wird es auch ia 
diesen Fällen gelingen, die veränderten Wirkungen durch Berück- 
sichtigung der vei^derlicben Vertheilung der Fluida in den Leitern 
auf das CouiiOHB'sche Gesetz zurückzuführen. Hier sehen wir von 
diesen Complicationen ab und nehmen jede Ladung unveränderlich 
in je einem Punkte concentrirt an. 

Wir wählen einen beliebigen Punkt der Schaar aus und suchen 
die Kraft^ welche er von allen übrigen zusammen erfährt Um ihn 
zu unterscheiden, geben wir ihm den Index 0, nennen also seine 
elektrische Ladung e,,, seine Ortscoordinaten Xg, ^g, z^, während 
die übrigen Punkte in beliebiger Reihenfolge mit a = 1, 2, 3, . . . n 
numerirt werden. Dadurch sind die Zeichen 

e«; 'a> Vf =i^a f^ a -a 1, 2, 3, ... bis n 

erklärt Endlich brauchen wir noch die Abstände zwischen dem 
ausgewählten Punkte und den übrigen Punkten, die man aus- 
führlich mit rg,a bezeichnen mtiiste, die wir hier aber knrz r, nennen 
wollen. Es ist also 

f. = I y{x:„ - x^]' + (y^ - y,}* + (za - x^)' \ a = 1, 2, 3, . . . n. (8) 

Während sich die einzelnen Eriifte geometrisch summiren, treten 
deren gleichen Coordinatenrichtungen folgende Componenten zu drei 
algebraischen Summen zusammen, welche ihrerseits die drei Co- 
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ordinaten-Compoiieiiteii der resdtdreDden Kraft angeben. Fttr die 
Compouenten der EmzeUräfte wollen wir die im vorigen Paragraphen 
gefundene Darstellnng als Differentialquotienten der elektrischen 
Gneise anwenden. Danach ist die x-Componente der auf wir- 
kenden, von einem bestimmten a herrfibrenden Einzelkraft: 

Diese Componenten haben wir Ober alle a zu Bnnuniren, die Summe, 
welche wir Z^ nennen, ist dann die eine Componente der gesammten 
von dem LadnngssyBtem auf den ausgewählten Punkt ausgeübten 
KrafL Analog findet man die beiden anderen Componenten T^ 
und Zg. Wir machen dann noch folgende leichte Umformung; 



^=|^,.-±(-^(^)] 



wobei wir also den gemeinsamen Factor t^ und die gemeinsame 
Operation -^ — ans der Summe herausgezogen haben. Das 
Besnltat ist: 



^=.{- 



=.. 






(9) 



Man findet hiernach die Componenten der auf ein ausgewähltes 
elektrisches Theilcben von den Theilchen 1 bis n ausgeübten 
ponderomotoriBchen Kraft, indem man die negativen partiellen 

DifFerenÜalqnotienten des Ausdrucks ^ — nach den gleichgerichteten 

Coordinaten des ansgewähltea Theilcbens bildet und dann mit dessen 
Ladnngsquantnm Cg multiplicirt Die Proportionalität der Kraft mit 
der Grdlse t^, auf welche - die Wirkung sich erstreckt, ist ohne 
weiteres einleuchtend: Wenn ohne sonstige Aenderui^en des Systems 
nur die Ladung des ausgewählten Körperchens veilLndert — etwa 
den zehnten Theil ihres früheren Betrages herabgesetzt «drd, so 
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sinkt aach die aaf sie wirkende Kraft an InteDsit&t auf den zehnten 
Theü ohne indesflen ihre Ffeilnchtong zu ändern, da alle drei 
Gomponenten der Oleichung (9) dadurch in gleichem Maafsstabe ver- 
jüngt werden. Zur Bildung der partiellen DifferentialquotieDten ist 
zu bemerken, dals die Coordmateo des auegewählten Pui^tes Xg, y^ %^ 
in Bämmtlichen Summanden 1 Mb n Torkommeu, wie man in dem 
Ausdruck fOr r, in Q-leichung (8) erkennt Diese sind die drei un- 
abhängigen Variabelen, nach denen differeozirt wird, während alle 
übrigen, mit x^, y«, x^ bezeichneten Abmessungen hierbei als uu- 
Teränderlicbe Parameter des Systems auftreten. Uan hat sich also 
die Ladungen 1 bis n unferrückbar festgelegt zu denken; das 
Teilchen e,, aber mufs beweglich gedacht werden, denn zur Auf- 
findung der DifFerentialquotienten eines Auedmckes mufs man doch 
dieYiuiabelen immer ein wenig verändern, dh. hier dem VMi^x^y^Xf^ 
drei kleine Yerschiebnngen in den Ooordinabichtnngen ertheilt 
denken. 

§ 6. Das elektrlscbe Feld eines Systems von punktförmigen 
Ladungen. 

In Verfolgung dieser Yorstellungen kann man nun die bewegliche 
Ladung e^, auch weiter verrücken, sie endlich in alle möglichen 
Stellungen zu dem festen Ladungssystem e^ bis e„ bringen, also an 
alle nicht von den festen Ladungen selbst eingenommenen Raum- 
punkte, so daä die Abmessungen s^, y^, x^ nichts anderes bedeuten, 
als die continuirlich variabeln Raumcoordinaten x, y, x. Für jede 
Lage geben die G-leichnngen (9) die Werthe der drei Kraftcompo- 
nenten, also auch die Qröfee und Richtung der resultirenden Kraft, 
welche man in irgend einem geeigneten Maafsstab durch einen Pfeil 
Tersinnlicben kann. Zu jedem Raumpunkt gehOrt somit ein be- 
stimmter Pfeil, und zwar sind diese Pfeile um so ähnlicher in lAnge 
und Richtung je näher benachbart die Raumpunkte liegen, denen 
sie «ugehören; weil ihre drei Gomponenten nach Gleichungen (9) bis 
auf die Ausnahmepunkte, in denen die festen Ladungen sitzen, 
überall stetige Functionen der Variabelen x, y, x (frfiher x^, y^, %^ 
bezeichnet] sind. 

Man nennt eine solche im allgemeinen stetig vertheilte Zu- 
ordnung einer Pfeilgröfse — eines Vectors — zu jedem Raumpunkt 
allgemein eine Vectorfnnction des Ortes im Räume, und das ganze 
Raumgebiet, in dem diese Vectoranordnnng definirt ist, das Feld 
des Vectors. Die Physik bat in verschiedenen Naturgebieten 
Felder von Vect«ren zu betrachten; eines der, täglicher Anschauung 
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BJU^tli^end«!, Beispiele bieten die Strömungen der FlteBigkeiteu. 
Als Pfeile sind ökbei in jedem ron der FlOisigkeit durchatrömten 
Batunpnnkt die Oeschwindigkeiten der dort befindlichen bewegten 
Hasaen anzosehen. Äucb diese Pfeile zeif^en im allgemeinen stetige 
veränderliche Anonkiangen im Baume, bis anf besondere nnd inter- 
essante Änanshmestellen. Sie Terändem sich aber gewöhnlich auch 
mit der Zeit; nur die statitMiären StrÖBimgen geb^i Vectorfeld«:, 
welche in ihrer Anordnung beständig bleiben, nnd deshalb ähneln 
gerade diese am meisten an den hier Torliegendeu Fall, in dem die 
Zeit gar nicht als Variabele vorkommt 

Unser elektrostatisches Feld rOhrt her von den geladenen 
Punkten ^ bis t„ während der ebenfalls gdadene Funkt e« gleidi- 
sam wie eine Sonde zur Prüfung der Stärke und Sichtung des 
Tectors verwendet wird. Von diesem beweglichen Funkt steckt in 
dem Ausdruck der Feldcomponenten bisher noch der Factor t^, 
durch welchen sie zu pon der omotoris eben Kraftcomponenten auf 
den materieUen Träger dieser Sonde werden. Wir machen den 
weiteren Schritt, dals wir die Sonde für eine Aeniserlichkeit er- 
klären, das elektrische Feld also als ein an und für sich ezistiren- 
des Ding, gewissermaTsen als einen besonderen Znstand des Baumes 
oder eines den Baum durchdringenden Uediuma; wobei freilich zu 
bemerken ist, dals wir von dem Vorhandensein dieses Zustandes 
zui^Abst nur dadurch Kunde erhalten, dafs wir ein geladenes 
£Orperchen, an die fragliche Stelle gebracht, von einer bestimmten 
ponderomotorischen Eraft ai^egriffen sehen. Als Maals dieses an- 
abhängig von dem FrOfongsteilchen existierend gedachten gerichteten 
Zsatands nehmen wir die drei Componenten in Q-Ieichnngen (9), 
nachdem wir den Factor e^ weggelassen, und nennen sie X, T, Z, 
ohne lodex. Jede ist Functioo der Banmcoordinaten x, y, x. 






(10) 



r.-fr(>;-»i)' + (!,-S.)' + (»-^)'| (10») 

Hau nennt diuen Veetor, daisen Componenten durch vorstehende 
QlüahusgMi (10) defifiiirt sind, die elektrische Feldstärke. Auch 

B. V. HBUoaom, Tlnont. Pbjtik. Bd. IV. S 
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der Aaedrack elektriache Kraft ist da:^ tlblicli und kann ohne 
Bedenken gebraucht werden, wenn man sich durch das Tielseit^ 
Terwendete Wort ^r^raft" nicht täaacheu lä&t ond stets bedenkt, 
dals eine mechanische Kraft tod der Dimension [Jf L 7"] aus dieser 
Grö&e erst durch Multiplikation mit einem elektrischen Qoantnm 
entsteht. Da wir die Dimension des elektrischen Quantums im 
elektrostatischen Ma&bsystem bereits in Gleichang (2) 

gefanden haben, kSnnen wir nun in demselben Haabaystem die Di- 
mension der elektrischen Eraft oder Feldst&rke l£ dadurch finden, 
dafs sie die vorstehende Dimension von e za einer mechanischen 
Kraft er^nzen mu&. Es wird also 

f&=-{MiL-il~^] - (H) 

Zu dem gleichen Ei^ebnifs gelangt man auch, wenn man die 
Dimensionen der in den Gleichui^en (10) rechts stehenden Ausdrücke 
zusammensetzt, wobei dx und r, eis zwei Längen&ctoren im Nenner 
zur Dimension des elektrischen Quantums e, hinzutreten; die Kom- 
ponenten X, T, Z haben natürlich dieselbe Dimension wie ihre 
Resultante. Auch die Maafseioheit der elektrischen Kraft iat hier- 
durch an das abaolnte elektrostatische (0. G. S.) System angeschlossen, 
und zu bezeichnen: 

1 (cm~+ ■ grl ■ sec-') . 

Zu der hier gegebenen Begriffsbildung des elektrischen ^Feldes 
einer Schaar von Funktladungen e^ .... en iat, um Unklarheiten 
vorzubeugen, noch folgendes zu bemerken. Wir haben das Feld 
durchmustert mit Hülfe eines beweglichen PrUfongspunktes mit der 
Ladung e^,. Die Anwesenheit dieser Ladung stört und veilndert 
aber das Feld, macht sogar den Gaumpankt, wo sie liegt, zu einer 
Dnendlichkeitsstelle der elektrischen Feldstärke. Dieses veränderte 
Feld würde man für eine beliebige Lage von e^ featatellen können, 
wenn man nun noch einen vorher in hinreichender Entfernung ge- 
haltenen neuen Prüfongskörper verwendet, während e^ still gehalten 
wird. Nun erkennt man das Feld, au dessen Bildung sich aufser e^ 
bis tu auch (^ beteiligt Wenn man also ein elektrisches Feld unter 
Verwendung einer Prüfimgsladung durch die einwirkende pondero- 
motorische Kraft auj^enommen denkt, so beteiligt sich die PrUfungs- 
ladung nicht an der Bildung dieses Feldes, man erhBlt vielmehr für 
die Feldstärke diejenigen Werthe, welche herrschen würden, wenn 
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die Prüfoiigaladimg nicht dort w&re. Der FrtLfnngskSrper vird da- 
durch zu einer lediglich nnsere Anschauung nnterstützesdeo Fiktion, 
velche mu bereits gedient hat zor AnfBndimg der AnBdrQcke f&r 
die Feldcomponenten in Q-leichong (10), von welcher Belbat aber in 
jenen Ansdracken nichts vorkommt 

Durch die Angabe der drei GoordiDaten-Gomponenten X, T, Z 
ist der Yector S Tollst&ndig bestimmt Häufig hat man die Com- 
ponente tos S zu bestimmen, welche in eine, Ton den Gmndrich- 
tnngen Terschiedene, voi^eschriebene Bichtong l hioeinfUllt Für 
diese Compooente, welche wir Si nennen wollen, soll jetzt noch ein 
ein&cber, den Gleicbangen (10) analoger Ausdruck abgeleitet werden. 
Ganz allgemein findet man die Componente eines Vectors nach einer 
TOi^eschriebenen Bichtnng, indem man den Pfeil, der den Vector 
darstellt, auf die gegebene Richtnngelinie projicirt Die Länge der 
Frojection findet man durch MulÜpIication mit dem Cosinus des 
Winkels zwischen beiden Richtungen: 

El = e-cos (ffi, i). (12) 

Nun ist aber aus den Elementen der analytischen Geometrie be- 
kannt, d&Ts: 

oOB(IS,/)"-co8(IS,!r).cos(I,a;)-|-co8((S,y).cos(i,y) 1 

+ cos (Ig, »).cos (!,«). ( ^^'"^> 

Betrachtet man die auf der TOrgeBchriebeneD Bichtungslinie von 
irgend einem Nullpunkt aus abgemessene algebraische Abmessung l 
als unabhängige Yariabele, so entsprechen einem Zuwachs ds drei 
ganz bestimmte Zuwachse der Coordinaten, dx, dy, d%, welche die 
Frojectionen von dl sind. Man kann deshalb setzen: 

0(»(J,.)-4f. 0<»((,!,)=.|f, »OBft«)--^. (12b) 

Andererseits ist: 

ffi. cos (<£,«) = :?, ®-cos((S,y)=- T, IS-cob((J, «) = 2. (12c) 
Durch Terwendong dieser Formeln (12a, b, c) nimmt die Gleichung (12) 
folgende Form an: 

Fflhrt man nun endlich noch ftlr ^ T, ^ die Ausdrücke aus 
Gleichung (10) ein, so erhält man: 



^r.l dt dy\^r.yil 



ex[-^r, dt d<i\-^r. dl fiitl-^r-.) dl 
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Dieses Gebilde ist mm niclita anderes, als der nadit der YariabeleD l 

gebildete aegatiye Differentialquotient der Function 2 — ^^ 

Variable l steckt nicht ezplicite m dem Sammenaiuidrack, aber die 
Tariabelen Baamcoordinaten x, y, z, von denen er diircli die r, 
explicite abb&ngt, sind hier als abhängige Functionen der Abmesanng l 
anzusehen. Dem entepriolit die Bildung des Torstehenden Ausdrucks, 
für velcheD man kflrzer schreibt: 

e.— ^|;^- (13) 

Hiarin ist jede Bezugnahme auf ein bestimmtes Coordioaten- 
sjstem verschwunden, denn auch die r^, welche man zwar, wie in 
Gleichung (10&] geschehen, durch ii^endwie festgelegte cartesische 
Coordinaten ausdrücken kann, haben doch davon unabhängige absolute 
Werthe, da sie den Abstand eines variabelen Saumpunktes von den 
Orten der festen Ladungen bezeichnen. Die Gleichungen fttr die 
Coordinaten -Componenten (10) endlich erscheinen als SpetsalßLlle 
dieser Gleichung (13). 

§ 7. Die Potentlalfunctlon. 

Um eine Vectorfmiction im Baume anzugeben, braucht man im 
Allgemeinen för jeden Punkt drei besondere Angaben: entweder die 
drei Coordinaten- Componenten oder etwa die Intensität und die 
Bichtung, welch' letztere zwei unabhängige Winkelangaben erfordert; 
bei einer analytisdi darstellbaren Yerteilnng sind drei Fonctionen 
der Baumcoordinaten zur Darstellung erforderlich. Daraus ersieht 
man, dals das hier gefundene Feld der elektrostatischen Kraft eine 
besondere Begetmälsigkeit besitzt, denn die Kenntnils einer einzigen 
Coordinatenfunction 

genOgt, um durch Bildung des negativen partiellen DifE^ential- 
quoüenten nach einer beliebigen Bichtung die Componente des Vectors 
in dieser Bichtung zu finden. Diese Function spielt bei der Be- 
trachtung des elektrostatischen Feldes die gr6lste Bolla Sie wurde 
von Geobgb Gbebn als Fotentialfunction bezeichnet. Gauss 
nennt sie das Potential. In Bezi^ auf das Vorzeichen herrschen 
in der Litteratur verschiedene Gebräuche; namenthoh bei älteren 
Autoren werden die Eraftcomponenten häufig als die positiven 
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DifferentialqDotiflDteii dieser das Feld beherrschesden QrSlse ein- 
gefOhrt (z.B. Gaubs, Jacobi, BrEKAKs), welche dann natürlich seihst 
das umgekehrte Vorzeichen erhalten moTs. Auch bei anderen Kraft- 
Mdem, welche nicht dem Typus des CouiiOKB'schen AbstofsnngB- 
gesetzes oiet des Nswroii'scben AttractJonsgesetses angehören, hat 
man Functionen von analoger Bedeutung herangezogen, welche man 
allgemein als Ei&ftefanctionen bezeichnet and deren Vorzeichen 
ehenfalls in jedem Falle erst festgestellt werden muls. Wenn man 
cOQseqoent an dem gleichen Vorzeichen festbU^ ist dasselbe Übrigens 
^eichgOltig, hier soll das in Gleichung (14) definirte dnrchgeftlbrt 
werden. In sehr greiser Entfernung nähert sich tp dem Werthe Null, 
in der Nähe negativer Ladimgen wird tp wegen des stark ftber- 
wic^endeo Summanden mit kleinem r^ im Nenner selbst auch negativ 
werden, in der fßlie positiver Ladungen aus demselben Grande 
positiv. Da ea Qbrigens zur Eenntnüs des Feldes nur auf die 
Difierentialquotienten von >p ankommt, kann man stets einen för 
das ganze Feld constanten positiven oder negativen Werth addiren, 
welcher zwar die Beträge von 90 in gleichem Maaise Qberall ver- 
ändert, beim Differenziren aber weg&llt und die richtigen Werthe 
der Eraftcomponenten somit nicht stört Die Function (p selbst 
ist keine gerichtete Gbölee, sie hat in jedem nicht von einer Ladung 
eingenommenen Funkte einen endlichen eindeutigen Werth und mit 
Aoanahme jener singnlären Punkte auch einen stetigen Verlan! 

Die Componenten der elektrischen Feldstärke nach den Goordi- 
natenrichtungen findet man aas der Potentialfanction <p zufolge der 
Gleichungen (10) und (14) folgendermaalsen: 

X— »£, T—^, Z—^. (16) 

dx dy ' d% ^ ' 

Die Gomponente Si in einer beliebigen Bichtong ist 

Die Hesnltante hat den Werth S - VX"+ F» + Z», 
welcher unabhängig von der Orientimng des Azensysteras ist, ob- 
wohl die einzelnen Coordinatcomponenten davon abhängen. Die 
Bichtongscosinos der Besnltante gegen die Axen sind X/IS, Yj<&, 
Zß; auch ist 

e,- e-co8(«fcO; veigL Gleichung (12). (15b) 

Wenn man also von einem Baumpunkt ans nach allen Bicb- 

tnngen hin den gleichen kleinen Schritt als ansgefUhrt denkt, so 
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«erden die dabei gefundeaen Gomponenten Si den Codiins der 
Winkel zwiecben der Pfeilrichtung IS tttid der Scltrittrichtang dt 
proportional sein. FBlIt die Kichtnog { mit l£ znsanunen, so hat 
der Gosions eeinen gröfsten Werth 1, die Componente ist gleich der 
Besoltante und aus (15 a] sieht mau, dafs dies die Richtung ist, in 
welcher der negatiTe DifTerentialquotient Ton (p seinen gröfsten 
poeitrren Betrag besitzt, also die Richtung, in -welcher die W^te 
Ton <jf/ am steilsten abfiallen. In jeder auf dieser Richtung seokrechteo 
ist co8((E, Q— 0, es liegt in diesen Richtungen gar keine Com- 
ponente IS| und deshalb hat nach (16a) die Function in diesen Rich- 
tungen kein Geiälle. Sncht man nach den Orten, an denen tp einen 
constanten Werth besitzt, so findet man dafftr im Allgemeinen stetig 
gekrttmmte Flachen, die Aequipotentialfiftchen oder Niveauflächen. 
Alle die Richtungen, in welchen wir kein Gefälle des Potentialwerthes 
finden, rnttsBOn also tangential za den Aequipotentialfiächen hegen, 
woraas direct weiter folgt, daß die resultierende Exafli überall SMik- 
recht auf diesen Flächen steht Aber nicht nur Ober die Richtung 
der Kraft erh&lt man hierdurch eine Anachanung, sondern auch Qber 
deren relative GrSlse an verschiedenen Stellen des Feldes. Yerfolgt 
man nämlich zwei sehr nahe benachbart verlaufende Niveaaflächen, 
für welche die beiden constanten Werthe von tp sich nur um eine 
sehr kleine Differenz unterscheiden, so sieht man ohne weiteres, daJb 
diese beiden Flächen geringeren Abstand haben müssen an Stellen, 
wo das steilste Gefälle gr&feer ist, ja der Normalabstand beider 
Flächen mnfs umgekehrt proportional diesem Gefälle, somit auch 
umgekehrt proportional der Gröfse der Kraft sein. 

Bevor wir näher eingehen auf die mathematischen Eigenschaften 
der Fotentialfnnction, wollen wir in den nächsten zwei Paragraphen 
Betrachtungen einschieben über die Arbeits- und Energiegröfsen in 
einem System elektrischer Ladungen, welche sich durch die Potential- 
function ausdrQcken lassen. 



§ 8. Arbeitsleistung bei der Bewegung eines geladenen 
Theilchens im elektrischen Felde. 

Wir kehren noch einmal zu den Vorstellungen des § 5 zurück 
und hew^en das angewählte Theilchen tg durch äufeere Einwirkung 
langsam anf einer beliebig vorgeschriebenen Bahn durch den Raum. 
Die von den übrigen festen Ladungen e^ bis t„ herrührende Kraft 
wird dabei entweder mithelfen, so daiä von au&en eine Hemmung 
nfiÜiig ist, um eine beschleunigte Bewegung za verhindern, oder die 
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Kraft des Feldes vird sich der Bew^fimg widersetzen, so dafs man 
von anßen einen Antrieb brancht. Im ersten Falle giebt das 
Ladni^Bfstem inclnsiTe e^ Arbeit nach auTses ab, im zweiten Falle 
nimmt es Arbeit toq aoTsen an£, Nar in dem besonderen Falle, 
dafs der voi^eschriebene Weg senkrecht zur elekirischen Kraft ver- 
l&nfl, findet keines von beiden statt Diese Arbeitsgröfsen wollen 
wir non ao&achen, ond zwar wollen wir in allen Fällen von Arbeit 
sprechen, welche das Ladungssystem nach auTsen abgiebt; diese ist 
dann im ersten Falle positiT, im zweiten negativ zu rechnen. 

Definirt wird die Arbeit bei der Verrficknng dl dnrch das 
Product ans dem Wege nnd der in dessen Bichtnng &Uenden 
mechanischen Kraftcomponente; letztere ist in unserem Systeme die 
mit Cg ■ S| bezeichnete OrSlse. Diese Arbeitsbetiilge sommiren sich 
algebraisch über alle Wegelemente, liefern daher fOr einen endlichen 
vorgeschriebenen Weg eine Summe, welche man schreiben kann: 

(S) (8) 

A«fdl-t^(&i = t^fdl.i&^. (16) 

(i) (1) 

Hier soll die ontere Grenze (I) den Anfangspunkt des Weges, die 
obere Grenze (2) dessen Endpunkt bezeichnen. 

Bei einer beliebig Torgeschriebenen räumlichen Vertbeilong des 
Vectors würde dieses Linienintegral durchaus von der Wegfthrong 
zwischen (1) und (2) in seinem Werthe beeinfluTst werden, so dafs die 
bloJse Angabe der Grenzen zur Bestinmiung nicht ausreicht Bei 

unserem elektrostatischen Felde ist aber S =|— -sj, wo 9) nach 

Gleichung (14) eine eindeutige nnd stetige Function im Baume ist 

Setzen wir also nar voraus, dafs der Weg nicht durch eine der 

festen Pnnktladangen hindurch führt (was sich ja schon dnrch die 
Anwesenheit der ponderablen TrSger verbietet), so ist: 



r dw 
i = -t^jdl -^ -- ea(9>, - 9i) - %{9i - ».)■ 



(16a) 



Der Werth der Arbeit zeigt sieb hiemach unabhängig von der 
Führung des Weges; er wird direot gemessen durch die Abnahme 
der Function qn, und diese ist gleich der Differenz der Werthe <p^ 
im Anfangspunkt und qo, im Endpunkt Nehmen wir die Ladung 
Cq positiv an, so ist die vom System abgegebene Arbeit positiv, 
wenn (p^ > 7, ist, wenn also die beweglidie Ladung zu Stellen 
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niedrigeren Poteotialwerthes gefohrt wird, dag^en nimmt das System 
(inclasire e«) Arbeit von aa&en an^ wenn das positive Tfaeilchen za 
Stellen höheren Potential gerdokt wird. Bei Terrüokongen in eio 
nnd derselben Aeqnipotentialfläche wird Arbeit weder abgegeben 
noch anigenommen, dasselbe gilt, wenn (1) and (2) auf der nämlichen 
Aeqnipotentialfl&che liegen, während der Zwischenweg diese Flädie 
Terläfst Daraas folgt noch im Besonderen, da& die Arbeitesnmme 
^eich Null ist, wenn der Endpunkt mit dem AnsgOBgspnnkt zn- 
sammenfällt, wenn also ein beliebiger geschlossener Weg durch- 
laufen wird. Es ergiebt sich daraas die Unmöglichkeit mit elektro- 
statischen Kräften eine Arbeitsmaacbine etwa dadurch zn treiben, 
dab man eine Ladung e^ fortdauernd im Kreise umlaufen lälät. 
Was dabei während einiger Theile des Umlaufe gewonnen wird, geht 
während der übrigen Tbeile genaa wieder verloren. 

Noch eine besondere Anwendung der Gleichung (16a} wollen 
wir betrachten. Legt man den Endpunkt (2) des Weges in sehr 
grolse Entfernung von allen geladenen Körpern, so nähert sich der 
Werth tp^ der Grenze Null, und die geleistete Arbeit bei dieser 
WegfObrnng des Theilchens wird A^ = t^'fpi- Besitzt aufserdem die 
bewegliche Ladung den Werth Bq => + 1, so wird dem Zahlen- 
wertbe nach 

^„-^1, (I6b) 

wenn man J^ in Erg (d. i. 1 cm' ■ g ■ seo ~*] und q^j in absnluten 
elektrostatischen Potentialeinheiten (d. L 1 cm'^- g^-sec~') mifst Es 
ist indessen zu beachten, dafs diese einfache Gleichung nur fOr die 
tf aafszahlen gilt, dafs die Dimensionen aber erst dann gleich werden, 
wenn man die rechte Seite mit der absoluten elektrostatischen 
Ladangeeinheit (d. i 1 cm'- g^-sec"^) erweitert Es ei^ebt sich aus 
dieser Gleichung A^ •= 99, eine eiufa^e Deutung des Potential- 
begriffs: Den Werth des Potentials an einer Stelle eines elektrischen 
Feldes findet man, wenn man dortbin die positive Ladungseinheit 
versetzt denkt und die Arbeit miTst, welche bei dessen Entfllhrung 
. aus dem Wirksamkeitebereich der anderen Ladungen nach aufsen 
abgegeben wird. Oder umgekehrt: Der Potentialwertb an einem 
Orte des Banmes ist numerisch gleich der Arbeit, welche man von 
aulsen aufwenden mufs, um ein mit der positiven Einheit beladenes 
Eörperchen aus unendlicher Entfernung (in welcher weit und breit 
keine anderen Ladungen liegen] bis zu dem betrefienden Orte heran- 
zuführen. An Stelle der unendlichen Entfernungen vom Ladungs- 
bereich können auch andere im Endlichen gelegene Orte treten, von 
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welchen man weife, dala in ifanen das Potential den Werth Null 
hat Dab man Orte von dieser Eigenschaft mitnnter leicht finden 
kann, sei an einem einiachen Beispiel gezei^: Daa feste LadoogB- 
system bestehe ans nur zwei Pmikten, weiche die entgegengesetzt 
gleichen Ladungen + e und — e tragen. Dann ist die Fotential- 
fonction nadi G-leichnng (14) 

wo t-j den Abstimd tou dem positiven, r, den Abstand Ton dem 
negatiren Tbeilchen bedeutet. Dieser Ausdruck rerschwindet nicht 
nur in unendlicher Entfemimg, sondern anch in allen Pnnkten der 
Ebene, welche mitten zwischen den beiden Ladungen quer steht, 
weil dort fiberall r, = r, , ist Es mag auch hier schon erwähnt 
werden, d&ls an jedem mit der für unsere Betrachtangen unendlich 
gro&en, feuchten Erdrinde in leitende Verbindung gesetzten Con- 
ductor das Potential gleich Null zu setzen ist; wenigstens ist dies 
in allen f^en zol&ss^, in denen mau nicht weit ausgedehnte 
Veranchsanordnungen zum Studium terrestrischer oder meteoro- 
logischer PotentialdifrerenzeD zu betrachten hat 

% 9. Potentielle Energie eines Srstems von vielen geladenen 
Punkten. 

Lo Torigen Paragraphen handelte es sich um ArbeitsgrOlsen, 
welche von einem elektrischen Ladungssjstem abgegeben werden 
durch die Bewegung eines ausge^rilhlten Theüchens Cg- Der Arbeits- 
TOrrath ist die i>otentielle Energie aller der geladenen Theilchen in- 
clnsive e^, und hängt von sämmtlichen Ortscoordinaten ab, nur liefsen 
wir sie bis auf diejenigen dea einen Punktes alle constant Diese 
Beschränkung woU«i wir jetzt aufheben and damit anch die Sonder- 
stellung der Ladung e^. Wir betrachten ein System von punkt- 
förmigen Ladungen, welche mit 1,2,3,.... n numerirt sind. Für 
jedes Paar von Punkten mit Terschiedenen Indices a und 6 kann 

man den Ausdruck -^ — bilden, in welchem r« t den Abstand beider 

''ab 

Punkte bezeichnet LsJst man nun sowohl a wie b alle Ordnunga- 
zahleu durchlaufen, so bekommt man eine ganze Schaar solcher 
AnsdrBcke (nur die Fälle a = 6 sind auszuschliersen) und jeder Aus- 
druck kommt zweimal Tor, z. B. -3_iL sowohl f)lra>B2, B = 6als 
auch för a = 6, b = 2. 
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Die einf&clie Summe aller dieser Äofidrtlcke kann man daher 
folgendermaaJseii Bchreiben: 



a^ 6-1 ♦'a, b 



(17) 



Sie ist eine Function sämtlicher Goordinaten der geladenen Punkte. 
Wir suchen ihren Differentialquotienten nach irgend einer einzelnen 
Coordinate, die wir mit xi bezeichnen wollen. Alle Glieder der 
Doppelsumme, in welchen weder a noch i gleich dem Index i ist, 
fallen dabei weg, es bleiben nur diejenigen Qbrig, in denen a = i 
ist cnd diejenigen, in denen b =*i ist, also zwei ein&che Summen, 
welche ans dem &esammtinhalt von <Z> heransgehoben sind. 
Bezeichnen wir deren Wert mit <l>t 



*'=*Li;r 



Die beiden einfachen Summen sind aber identisch mit einander, 
daher kann man die Beihe der bei der Differentiation nach Xi zn 
beachtenden G-lieder kurzer schreiben: 

*i - '.2' y-- (18) 

a Seht 1 f^a i 

Durch das Heraustreten des gemeinsamen Factors ei hat der jetzt 
ttbrig gebliebene Snmmenauadruck die Form angenommen, welche 
wir bereits in äleichung (14) aufgestellt haben, nnd welche schon 
Torher, z. B. in den Gleichungen (9), vorkam, nur mit dem Unter- 
schiede, dals hier die Coordinaten des Theilchens i an der Stelle 
der variabelen Baomcoordinaten oder derer des früheren Theilchens 
stehen. Diese Summe ist also das Potential, welches die elektrischen 
Ladungen nach Entfernung des Theilchens ei an dem Orte dieses 
Theilchens erzeugen. Bezeichnen wir es mit ^i, so kSnnen wir die 
Gleichung (18) schreiben: 

t^i-Htfi. (18a) 

Auch der vollständige Ausdruck <J> läßt sich hieraas zosammen- 

setzen, wenn man der Beihe nach i ■>• 1, 2, , n setzt und addiri 

Es ist 

*-ij§*i = *geiyf (19) 

Der Factor ■)■ ist auch hier nöthig, um nicht jedes Ponktpaar doppelt 
EU zählen. 
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Wir hatten ein einzelnes bestimmtes <I>i abgesondert, nm den 
Differentialqnotienten Ton nach xi za bilden. Es ist nonmehr 

Wix vissen aber bereits, dafs — -^^ti^ X^t^ die x-Compouente 

der ponderomotorLBcben Kraft aogiebt, welche das Theilcben mit der 
Ladong et von allen übrigen znsammen erfährt Es ist mithin: 



nnd ganz analog 



Ji et = — ä — 



(20) 



Die negativen DifTerentialqnotienten der in Gleichung (17) aaf- 
gestellten Funktion <Z> nach den einzelnen Cooidinaten des Systems 
liefern also die Componenten der inneren ponderomotorischen Eräfte, 
welche jene Coordinaten beschlennigen nnd denen durch äu&ere 
mechanische KilLfte das Gleichgewicht gehalten werden mnis, nm 
das System in Bnhe za halten. 

Wir wollen uns nun das System elektrischer Punkte in einer 
gegebenen I^ige oder Configuration Torstellen and sodann jedem 
Punkte eine kleine VerrQckung ertheilen, welche ToUständig angegeben 
wird dnrch die Yariationen sämmtlicher Coordinaten. Diese seien 
fOr den Funkt a bezeichnet mit Sz^, 8y^, Sx,, so dals der Ort 
dieses Punktes nunmehr durch die Coordinaten x« + Sx,,, ^a + dy,, 
Xa + Si^ bestimmt ist Die Function verändert dabei ihren or- 
sprflnglichen Werth nm einen kleinen Betrag 3 0, den man die 
Variation von nennt Sie hängt durchaus ah von der Wahl der 
TerrQckangen und lälst eich durch diese linear and homogen ans- 
drOcken, ganz so wie das Differential einer Function vieler Variabeler: 

»,F. Ö0, ,30», .30, , d0 , . 
oder in Sommenform: 



'^-M^^--w.'"-y^"- 



(21) 
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Hier hmein setzen wir die aoebea gefändenen Bedeotimgeii der 
Bifferentialquotieiiten von 4> als Er&ftcomponenten nnd finden: 

-S0-^\e^[X,dx^+Y,Sy^+Z^ä»^)i. (21a) 

Jeder einzelne Sonunand der rechten Seite stellt die mechanische 
Arbeit, welche die Ton den übrigen Ladungen (aulser a) herrDhren- 
den Abstoisiings- oder Anziehongski^fte bei der Yerrückung des 
Punktes a leisten,'' denn wenn wir die Eeault&nte von Z,, F,, Z, mit 
<&t lind die aus Sx^, St/at ^^ resultirende VerrUckung mit dk be- 
zeichnen, endlich den Winkel zwischen diesen beiden Bichtungen a 
nennen, so ist: 

ttiX^Sx, + T,Sy, + Z^Sx.) = (e,l£«co8a) ■ 5/.. 

Der erste Factor rechts ist die in die We^chtnng fallende Eraft- 
componente; diese giebt^ mit der Weglänge mnitiplicirt, die Arbeit 
bei der Terrtlcknng des Theilcbens a- Ueber alle a summirt er- 
halten wir die geaammte hei der Yerrückung des Systems von 
den elektrischen Eräften geleistete Arbeit Ä; and diese ist nach 
Gleichung (21a) der negativen Variation der Function 4> gleich 
~S0=^A. Mit anderen Worten: <I> ninimt um so viel ab, als 
die elektrischen Ei^ite bei der YerrOckung Arbeit gespendet haben, 
oder falls die YerrUckungen so gewählt sind, dals sie überwiegend 
entgegen den Bichtungen führen, in welchen die inneren Kräfte die 
Ladungen zn treiben streben, so nimmt um so viel zu, als bei 
der YerrtLckusg Arbeit von aufsen angewendet wurde. Die Function 
ist daher das MaaTs für den Arbeitsroirath in dem System, sie stellt 
die potentielle Enei^e der elektrOBtatischen Eräfte dar, welche wir 
für ein einzelnes Fuoktpaar schon in § 4 ao^efanden haben. 

Bei der Ableitung dieser Eigenschaft mnfaten wir die Yariation 
der Coordinaten verschwindend klein voraussetzen, weil sonst der 
einfache Ausdruck fOr d in Gleichung (21) nicht aasreichend ge- 
wesen wäre. Diese Beschi^nkuDg kommt im Wesentlichen daraof 
hinaus, dafs man die auf ein Theilohen wirkende Eraft auf dem 
ganzen YerrQckuogswege constant setzen dar^ auch unbeeinfiufst 
durch die gleichzeitigen Verrückungen der anderen Punkte. Diese 
Beschränkung kOunen wir jetzt fallen lassen. Jede endliche Gon- 
ögurationsänderung des Systems kann man zu Stande gebracht denken 
durch die Aufeinanderfolge sehr vieler kleiner, für welche der Satz 
jetzt bewiesen ist Diese Zwischenzustände sind sogar auf unendlich 
mannigfaltige Weise wählbar, Torgescbrieben muTs nur die Anfangs- 
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oonfiguntion imd die Endcoufigoration eeiiL Die 3 der einzelnea 
TheilprozesBe Biimmiren sich dabei za einem endlichea Betrage, deasea 
Werth gleich der Differenz zwischeo dem Endwerth 4>3 und dem An- 
fimgBwwäi 4*1 sein moJjB. Diese beiden Werthe kann man aber aus 
den Coordinaten der Anfuigs- und Ekidlage beredmen, ohne dafe 
man die Zvischenlagen zu kennen braucht Der Gleichung — 30 
-B .^ fElr Ideine Yerracknnges eotspiicht daher für endliche Lagen- 
Andernngen folgende: 

tD^—<li2=-A (22) 

Die Abnahme von mi&t die vom Systeme geleistete, nach aufsen 
abgegebene Arbeit 

Wählt man als Endlage eine vollständige Zerstreuung aller 
Ladasgen in unendlicher Feme, so d&b alle gegenBeitigen Eraft- 
wirknngen verschwinden, so wird auch derAnsdmck fP inGleic}inng(17) 
wegen der unendlich groJsen r^^ in den Nennern Terschwinden. Man 
darf dann 4>3 ^ setzen und es wird: 

<Pi = ^„ (22a) 

Dem entsprechend kann man si^en: Die potentielle Enei^e eines 
elektrischen Systems ist der Werth der Arbeit, die man von aoben 
gebraucht hat, nm die im Unendlichen Terstreuten Ladongen gegen 
die Abitobangskräfte zusammen zu fQhren zu der gegebenen Con- 
figuratton. Nach dieser AnfEaBsnng enthält die potentielle Elnergie 
keine willkfirliche additive Constante (der Ausdruck in Gleichung (17) 
gleichialls nicht). Der Arbeitsrorrath kann poütiv, Nnll, auch negativ 
sein, ohne dafs in letzteren beiden F&Uen das System auTser Stande 
wäre, noch Arbeit zu leisten. Fuhrt man s. ß. ein positiv und ein 
negativ geladenes Theilchen ans unendlicher Entfunnng zusammen 
auf einen endlichen Abstand, so sinkt die potentielle Energie von 
NqH beginnend ine Negative hinab, die Anziehungskraft arbeitet bei 
der Annäherung, Das System kann aber immer noch mehr Arbeit 
abgeben, wenn man den Ladungen gestattet sich, noch mehr zu 
nähern. 

Um die Yorstellung negativer ArbeitsvorrS-the zu vermeiden, kann 
man nun zu der Function immer eine hinreichend große Con- 
stante hinzu addiren, ohne dafo die Bedeutung der Function da- 
durch geändert wird. In der Gleichung (17) und anch in (22a) 
mofs dann freilich der Werth dieser Gonstanten rechts als Summand 
zugefügt werden, aber aUe Beziehungen, in denen nnr Differenzen 
zweier Werthe von oder nur Differestialquetienten von vor- 
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konuDen, bleiben nngeändert dorch eine additive Constante za 0, 
80 z. B. die Gleichimg (22) und die Anadrücke der Kn^tcompoDenten 
in den Gleicbtmgen (20). 

Eb sei BchoD hier doraof hingeviesen, dafs der G^eaammtbetrag 
der Energie eines elektrostatiflclLen Feldes stets positiv ist, aach 
ohne dals man noch eine Constante hinzofUgt. Bisher haben wir 
noch nicht von den ArbeitBbetr&gen gesprochen, welche zor Con- 
centrimng der Panktladangeo notwendig sind. N&heres darüber 
siehe g 25. 

§ 10. Die Potentlalfiinctlon eines Systems elektrischer Punkte 
genügt der DlfTerentlalgleichung von Laplace. 

Nachdem wir die potentielle Energie eines Systems elektrischer 
Punkte kennen gelernt haben imd auch gefunden haben, daJs diese 
sidi als ein&che Summe von Potentialfnnctionen, jede mulüplicirt 
mit einem elektrischen Quantum, darstellen Ifilst [Gleichung (19)], 
wollen wir zu den Fotentialfonctionen als den einfacheren Begriffen 
zurückkehren nnd weitere charakteristiBche Eigenschaften derselben 
aufsuchen. Zuerst wollen wir dedactiT zeigen, dafs <p als Function 
der Variabelen x,y,x einer bestimmten sehr allgemeinen Differential- 
gleichung genügt 

Denken wir uns nur eine einzige positire Ladung e, in dem 
Baumptmkt x^, y^, x, festliegend, so erzengt diese ein elektro- 
statisches Feld, dessen Pfeile Oberall radial von dem geladenen 
Funkte wegweisen, nnd an I^lnge mit wachsendem Abstand ab- 
nehmen, wie das reciproke Quadrat dieses Abstandes. Die Aequi- 
potentialfl&cben sind concentriscbe Kugelfi&chen um den geladenen 
Punkt Die Potentialfunction, die wir ip^ nennen, ist: 

Vi =^> n - K^ -«,)»+(!/-»,)' + (» -»,)*■ (23) 

Wir wollen nnn die Difierentialquotienten ron qp, nach den darin 
steckenden Variabelen x, y, x bilden. Man findet: 



(23a) 
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Diese Änfidr&eke EÖnd mit Äosn&hme der Stelle Xi y, x, im ganzen 
Kanme endlich und stetig. 

Differenziren wir nochmals nach den gleichgerichteten Coordi- 
naten, so kommt: 



ä'^ . 1 I , 3(»-%)' 



(23b) 



Aach diese zweitea DiffereDtiatqnotieBten sind mit AasDahme 
deiBelben einen Stelle im Batune überall endlich und stetig. Bilden 
wir nnn die Summe dieser letzten drei Gleichungen, so erbalten wir: 

a^ '^ dy' ^ d<c' 

_ , 3 1 31(^-»,)' + (,-^)' + [.-»4)1 

Da aber die gescbweifte Klammer im Zähler des zweiten Summanden 
der rechten Seite gleich r^ ist, welches sich gegen zwei Factoren r, 

im Nenner hebt, so ist das zweite Glied + e, — ;, der ganze Ans- 

druck mitbin gleich Null: 



a'y, 



L - 0. (24) 



Dies ist eine sehr allgemeine partielle hora<^ene lineare 
Difierentialgleichang, deren Integrale znerat von LAfiiAOB etudirt 
vorden sind, und die man deshalb die IiAPiiAOs'sche Differential- 
gleichung nennt. Die Sotame der drei zweiten Differentialqnotienten, 
fix welche das abkürzende Zeichen Af^ (oder auch V'q^i) in 
Gebrauch ist^ wird auch wohl als LAPiiACS'sche Operation hezeidmet. 
Dieselbe ist hier bezogen auf ein bestimmtea Coordiuatensystem, es 
sei aber gleich erwähnt, dais sie eine davon miabbängige Bedeutnog 
bat [ve^l. z. 6. Band II, S. 111, Gleichnng (54e}], and auch in 
anderen als cartesischen Coordinaten aasgedrttckt werden kann. 

Fflr unsere Potoitialfanction <f^ mub aleo die Eigenscbaft 

A<f>^==G (24a) 

an allen Stellen des Baumes erfollt sein. Nor an der Stelle x^, y,, 3^, 
wo die felderzeagende Ladung e, ihren Sitz hat, können wir nichte 
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darüber aussagen, denn dort wird der mathematiBi^e Werth von 
^j = ej/r, unendlich und dessen Differentialqaotdentea, die in (23a 
und b) gebildet worden, werden dies in noch hSherem Grade and 
verlieren aucb jeden beBtimmt«n Sinn. Physikaliach können wir 
auch nichts weiter anssageo, als dais es geladene Pnnkte ohne jede 
Ansdehnnng nicht giebt, dafs daher das Potential dicht um das 
Centram herum einen anderen physikalischen Yerlanf haben wird, 
als der mathematische Aasdrack e^/r^ angiebt. 

Haben wir nun noch an anderen Stellen x^, y,, x^; x^, y^, 
X, ; . . . . Punkte mit den LadaDgeo e, , e, . . . und nennen wir die 
Abstände von diesen Funkten r„ r,, . . . ., so gelten &a die Potential- 
fanctiooeB, welche jeder dieser Ladungen für sieb allein zogebören, 

also fOr 9:, == -^ , 9>, « -^ , . . . Differentialgleichungen von der 
*"» *■» 

nämlichen Form, jede bat ihre Ausnabmestelle in dem geladenen 

Ceotrum. Es ist 

Jtp^ = überall aoiser an der Stelle a^, y,, x^ , 
J 90, = ttberaU auTser an der Stelle x,, y^, z, 
etc. 

Die gleichzeitige Anwesenheit eines ganzen Syetems von Pnnkt- 

ladnngen erzeugt eine Potentialfanction 

^.f + i + i + 

*^i '^1 ^» 

In jedem geladenen Punkte wird einer der rechtsstehenden Summan- 
den unendlich und damit die ganze Summe ip ebenfalls onendlicL 

Wir wollen nun J w bilden. Da die Operation A — -=--* + -=r-* + 

OX' Otf' 

d* 

3-j einen linearen homogenen Ansdrudi lief^, ist J von einer 

Summe gleich der Summe der J tod den einzelnen Summanden, 
also: 

Jmwm/i^+J^+jh. o. 

*'i ''1 ^1 

Die Glieder rechts sind, wie wir gesehen haben, im Allgemeinen 
Qberall gleich Nnll, nnr gilt dies für das erste Glied nicht an der 
Stelle, wo e, liegt, iti das zweite nicht so der St^le t,, und so 
weiter. Es folgt also 

Jtf^O (25) 

mit Ansnahme aUec Stellen 1, 2, 3, 
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INe Potentialfimotioii eines Systems geladener Funkte genOgt 
also im ganzen Baome mit Änsnahme der Orte der Pnnktladtingea 
selbst der LAPLACB'scIien DifFerentdalgleicliung. 

§ 11. Contlnulrllch verbreitete l^adungeii In räumlichen 
Bezirken. 

Wir wollen nun dazu übergehen, nns an Stelle der diskretes 
«lektnsch geladenen Punkte continnirlicb verbreitete Ladungen Tor- 
zostellen. An ponderabler Snbstanz mttssen wir die Ladungen stets 
haftend denken. Wir wollen auch tüx den Än&ng annehmen, dafs 
die Vertheilnngen nnverrtlckbaT festgehalten werden, dals de sich 
also nicht etwa erst zn einem Gleichgewichtszustand der elektrischen 
Kräfte znrechtschieben, wie dies in metallischen oder flttsBigen 
Eörpero geachiebt^ in welchen entweder die Elektricitäten oder aber 
die ponderablen Ti&ger frei flielsen kSnnen. Wir denken nns also 
die ^IVäger als feste Tollkonunene Isolatoren and die Vertheilnngen 
der EUektncitäten als willkflrlich and unreriLnderlicb Torgescbrieben. 
Die erste mögliche Vorstellnng ist die, dafs die ElektridtiU mit 
endlicher r&uiolicber Dichtigkeit in einem oder mehreren E&rpem 
verbreitet ist; ein endliches Quantum ist dann in einem endlichen 
Volnmen enthalten; die Baumdichtigkeit i der Ladung an einer 
Stelle ist der Qrenzwert, dem sich das VerMltnifs des elektrischen 
Qoantnms zum damit ausgefüllten Volumen bei Terschwindender 
QrOlse des letzteren nähert Dadurch wird bei bekannter Vertbeilnng 
die Dichtigkeit i eine bekannte Function des Ortes im geladenen 
E&rper. Diesen Ort wollen wir durch die Gartesischen Coordinat«n 
I, tj, £ bezeichnen. Stetig braaeht die Function g nicht zu sein, 
aber wir wollen sie als öberall endlidi Toraussetzen. 

Der Dimension nach ist die elektrische Baumdichtigkeit gleich 
Elektridt&tsmenge diTidirt durch Volumen, also im elektrostatischen 
Uaafssysteme nach Gleichung (2) 

< = [!,** J**r-'] • (26) 

Ihre Einheit im G.G.S. - Sjstem ist eine auTserordentlich geringe 
OrOlse, da eise Ladungseinheit, deren Kleinheit am Schlüsse von 
§ 2 bereits geaohildert wurde, ein ganzes Cubikcentimeter ausfElllt 
Wenn wir nun die Fotentialfonction des elektrischen Feldes 
suchen, welches eine r&umlich stetige Elektricitätsvertheilung erzeugt, 
so k&nn«i wir die bei den Systemen geladener Funkte aufgestellten 
B^rifife und Formeln auf den vorliegenden Fall übertragen. 

a. T. HuKHOLn, nwmt. FhTrik. Bd. tV. S 
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An die Stelle eines geladenen Fnnltes tritt hier ein geladenea 
Volomelement^ in welchem das Qaantnm t-d^'dti-d^ enthalten ist. 
Liegt dieses an der Stelle £, tj, ^, so erzengt es in einem Saom- 
punkt X, y, x, desaen Abstand von dem Yolnmelement also 

r - y(!r - D» + (y - .?)» + (* - Z)* 

ist, ein Potential dtp von der GrQfse 

^ r 

An die Stelle der Sommation aber die Potentiale, die ron yielen 
geladenen Punkten harflhren, tritt hier die Integration des Aos- 
drncks d^ über alle geladenen Yolomelemente: 



-///.i 



in-di-j:- (27) 



Hier kommen die Integrationarariabelen |, ij, f sowohl in der 
Funktion t, als anch in r vor, lehrend in r die Ortscoordinaten 
X, y, % des Ponktea, für welchen der Wert 90 gesucht wird, die 
Bolle fester Parameter spielen. Damm ist auch f> eine Function 
Ton X, y, X, w&hrend die Integrationsyariabelen durch die festen 
Grenzen des bestimmten Integrals Terdr&ngt sind. 

liegt der Funkt x, y, x aulserhalb des geladenen EOrpergebieta 
an einer Ton Elektricität leeren Stelle, wo * = ist, so sind alle 
im Integranden vorkommenden Abstände r von endlicher GrOfse; 
das Potential ip ist dort ebenso sicher endlich nnd stetig, wie es 
bei punktförmigen Ladungen an leeren Stellen ist Es lälst sich 
anch auf analoge Weise, wie im roiigen Paragraphen beweisen, dab 
das Potential einer continnirlich i^nmlichen Mektricit&tsTertheilung 
in den von Ladungen freien umgebenden Banmtheilen der Lapiiaob'- 
schen Differentialgleichung folgt, denn die Operation A, fOr die 
Parameter a;, y, x an dem Integral ausgef&hrt, kann, da diese 
Parameter nicht in den G-renzen vorkommen, an dem Integrandns 
vorgenommen werden: 



J^ = J///.^d..d^l=.///i^ 



dvd^-/i\-]~0. (27a) 



Liegt dagegen der Punkt x, y, x innerhalb des geladenen Ge- 
bietes, so werden die direkten üebertragungen ans der Theorie des 
Potentials von Fanktladungen hinfällig, weil r füi deiyenigen Theil 
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der Integralstimme, in welchem der Punkt selbst liegt, Teracliinndend 
klein, der Integrand also anendlich grofs wird. 

Wir wollen niui zeigen, dals trotzdem bei endlicher Dichtigkeit a 
dae Integral <p einen bestimmten endlichen Werth beh&lt Wir fahren 
statt der rechtwinkligen Goordinaten £, 9, £ ein Polarcoordinaten- 
Bystem ein, dessen An&ngspnnkt im Innern des geladenen Gtebietes 
an der Stelle x,i/,x liegt, füi welche wir den Werth von 91 sncheo. 
Dann ist 

^ — X ~r COB &, 

^ ~ X — r Bin & • änt] 
und das Volomelement ist 



Mithin 
9~ 



jfjdrd»dvr'äii&'~ = f j jdrd&dv'r'Bm&-B. (28) 

L^en wir nm den An&ngepunkt eine Kogelfläche mit dem 
kleinen Badins q, so wird das Integrationsgebiet dadurch in den 
Baom aoiserhalb nnd innerhalb der Kagel&Hche zerBchnitten nnd 
dem entsprechend zerfällt anch das Ranmintegral tp in zwei Theile. 
De^enige Theil, welcher die Integration Qber den äniseren Banm 
entb&lt, ist sicher endlich, denn die Stelle, an der r » wird, ist ja 
durch die kleine Engel heransgeechnitten. Wir haben es daher nnr 
so tbon mit dem Integral über den Engelranm selbst, welches wir 
a. nennen: 

ipa = fdrfd&fdti-r.femö-. (28a) 



, ^Jdrfd^Jd, 

000 



Der Hittelwerth der elektrischen Dichtigkeit in der Engel, i, ein 
nach nnaeren Toranssetzungen endlicher Betrag, kann vor das In- 
tegral gesetzt werden, welches sich dann leicht ansfOhren läßt 



■in 



■.frdr-jd&-äii& = 2iii^'. (28 b) 



Ans dem Factor q ' erkennt man , dajj mit rerschwindendem 
Badins ^ anch der Jntegralwerth Ober das Innere der Engel g^en 
Nnll strebt nnd damit ist bewiesen, dals das Potential lAnmlich 
Terbreiteter Ladungen auch im Inneren der geladenen Bereiche 
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endlich bleibt. Wir k&nnen den Satz st^ar noch erweitem, indem 
vir zeigen, dafs die elektrische Dichtigkeit in einem Funkte sogar 
in gewisser Weise oneDdlich werden dar^ ohne dals dort ^ (p das 
bleiche gilt Setzen wir z. R folgende Yertheilang an: 

.-^, (29) 

WO Ä dne Constaste nnd « eine poeitive Zahl ist, so eriialten wir 
im Nollpnnkt ■ — oo. Berechnen wir aber >pg nach Gleichnng (28 a] 

e K an e 

ffg~ I dr I dS- ldfi-r-—-KXi& '■=2if2ÄJ df 

- - - - (29a) 



Wenn nor 2— k ein positiver Exponent ist, wenn also n kleiner 
als 2 ist, verschwindet dieser Ansdrack tpg mit verschwindendem ^, 
nnd das Potential 93 blüht in jenem Ponkte endlich, obwohl die 
Dichtigkeit der ESektricit&t dort unendlich wird. 

Non wollen wir die ersten Differentialquotienten des Potentials <p 
nach den Variabelen x, y, % betrachten, welche mit negativem Vor- 
zeichen versehen, die Gomponenten der elektrischen FeldsÜürke oder 
Kraft an^ben. Da jede dieser Variabelen, z. B. x, nur als Para- 
meter in dem Nenner r des Integrandns vorkommt, so wird die 
Differenzirong des nrspr&nglichen Anedmcks <p in G-leichnng (27) 
unter dem Integralzeichen ansgefUizt: 

Setzen wir wieder das Volnmelement des Polarcoordinatensystems 
ein, so hebt sich r* fort nnd es bleibt: 



S=//7^ 



drdd--dfi-täiid-{Mi», (30) 

also ein endlicher Beliag. Würde man auch hier das Kaomintegral 
tfadlen in den Beiteag der kleinen Kogel vom Badins p nnd des 
ftafseren Baumes, so würde ereteres proportional der ersten Potenz 
von p verschwinden. 
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Aehnliche Besnltate würde man fOr dtpjdy und dfpjdx finden, 
-wenn andi dabei wegen der Lage der Polaraze nocli EreiBfanctioDen 
des l4ngenwinkelB i; mit eingehen wQiden, welche aber als echte 
BrQdie die Gröfsenordnoi^ der Integrale nicht TeiiLndem kOnnen. 
Wir ziehen d&her den Schlafs, dats auch die elektrischen Kräfte im 
Inneren Anmlich geladener Gebiete endlich bleiben und bestimmte 
Litensit&t und Bichtung heeitzen. 

Anch hier kann sogar die Dichtigkeit ■ noch an einzelnen 
Funkten über alle Gtrenzeo wachsen, ohne dafs die Feldstärke 
daa Gleiche thut Setzen wir wieder 



und integiiien über den kleinen Sugelranm um die ünstetigkeits- 
etelle von s: 

-^— /dr /dl/ /dö' sin * • 008 # - = 2 w ^ e »— • /d^sin*co8#. {31a) 



Dieser Ansdrack verschwindet mit q, sobald der Exponent 
1 — X positiv ist, sobald also x kleiner als 1 ist Dabei kann also 
die Dichtigkeit immer noch im Nullpunkt unendlich werden wie 
eine echt gebrochene Potenz von r. Auf einen zweiten Umstand, 

dafs nämlich das Qbrig gebliebene |d # sin ^ cos v?- = is^ wollen 



vir kein beeonderes Gewicht legen. Das rflhrt nur daher, dafs wir 
den Ab&ll der Dichtigkeit ■ nach allen Bichtungen radial sym- 
metzisoh angesetzt haben. Bei solcher Vertheilnng kann freilich im 
Symmetiiecentram keine Kraft nach irgend einer Seite zu Stande 
kommen, weil sich diametral gegenaberli^;ende gleiche Ladungen in 
ihrer Wirkung anf das Cenlnim stets aufheben, sie mögen so stark 
sein, als beliebt. 

Gehen wir nun aber zu den zweiten DifTerentialquotienten tod 
tp aber, welche uns wegen der Laplace-Gleic^ung interessiren, so 
BtoJben wir selbst bei endlicher räumlicher Dichtigkeit auf Hinder- 
nisse. Der im Volumelement des Polarcoordinatensystems vor- 
kommende Factor r* reicht nicht mehr hin, die im Nenner bei den 
DifTerentialquotienten auftretenden Potenzen von r aufeuheben, son- 
dern es bleibt 1/r im Integranden zurtlck. Dieses Aber die kleineKogel 
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e, e 

integrii% giebt aber f — = log nat r, waa den unbestiiiimteii Werth 



00 — 00 annimmt. Wi^n kann alBO bei den zweiten Differentialqno- 
tieoteD des PotentifJa niobt mehr den SchlnTs ziehen, dafa der Bei- 
trag der kleinen £agel zugleich mit deren Badins Terscbwindet. 
Dasselbe gilt dann auch ron der Somme der zweiten Differential- 
Quotienten, welche mit /S ip bezeichnet wurde. Zeracbneiden wir also 
dae Volnmintegral tp in einen Teil ip g , erstreckt Ober den Banm der 
kleinen Engel, und einen zweiten (p über den äuTseren geladenen 
Banm, so ist sicherlich wie in (2Ta) gezeigt: Aq>' =- 0. Über Jqp, 
aber kfinnen wir nichts aussagen, und deshalb auch Über J <p nicht 
Wir werden nachher sehen (was Laflace noch nicht eriuumt za 
haben scheint], dafs thataäcblich an Stellen mit lilumlicher elek- 
trischer Dichtigkeit das J f> einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt. 

In dem Falle, dafs die DichtigkeitsTertheilang in einem Punkte 
anf KaS henmtergeht, Wst sich indessen zeigen, dais das Integral 
Über die kleine Kugel mit dieser achwindet. 

Setzen wir z. B. a ^ Ä-r", wo x eine positive Zahl ist^ so wird 
dadurch eine von Nnll anwachsende radial gleichmäfsige Vertheilung 

dat^estelli In dem Int^p^Jiden, der vorher / — enthielt, bekommen 

wir jetzt / — r" = j dr r"'^ = — r", also eine positive Potenz 

von r, welche bewirkt, dafs der Äntheil der kleinen Engel f&r p ~ 
verschwindet Je kleiner die Zahl k gewählt wird, um so steiler 
ist der Anstieg der Dichtigkeit um die Nullstrec^e benun und da 
wir X als editen Bruch ansetzen dürfen, so ist ein sehr schroffer 
TJebeif;ang von der Dichtigkeit Null in dem betrachteten Punkte zu 
endlichen Werthen verb^Iich damit^ dais im Centram Aip =0 bleibt 

Zu je höheren Differentialquotienten von <p man Übergeht, am 
so hShere Potenzen von r treten im Nenner des Integranden aa£ 
üeber den Beitrag, den das Integral über den verschwindenden 
Engelranm zn einem dieser höheren Differentialquotienten liefert, 
kann man nichts anssagen; er kann endlich, unendlich und unstetig 
wechseln. 

Fassen wir nochnu^s die wicbtigsteo Ei^bnisse dieses Para- 
graphen zoBammen: Bei endlicher lAnmlicher Dichtigkeit der Elek- 
tricität haben die in unendlich geringer Entfemnng von dem be- 
trachteten Punkt X, y, % gelegenen Ladungen einen verschwindend 
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kleinen EinflolB auf dea Wertli des Potentials 91 und seiner ersten 
Differentialqaotienten, welche die FeldstSarke messen. Diese G-rCrsen 
bleiben daher im Inneren geladener Bereiche endlich. Es folgt 
daraus sogar direct, da& sie sich aacb stetig Terilndem mllBsen, 
selbst an Stellen, wo a onertetig is^ 2. B. wenn man mit dem Pnnkte x,y,x 
ans leerem Gebiet in geladenes Qbertritt Die zweiten Differential- 
qaotienten nnd namentlich das J 91 wird aber in seinem Werthe 
empfindlich beeinäolst diirch die in nnendlich kleinem Baum nm 
den betrachteten Punkt herumli^enden Ladungen, also durch den 
lokalen Werth der Dichtigkeit e. An Stellen, wo dieser sich an- 
stetig ändert, z. B. an der Ghrenzfl&ohe zwischen leerem nnd ge- 
ladenem Gebiet^ werden daher aach SprOnge von Afp za erwarten 
aeajx. Hehr lälst sich einstweilen nicht darüber aussagen. 



§ 12. ContlnuIrllclL verbreitete Ladungen auf FlSchen. 

Eine zweite Möglichkeit, continoirlich verbreitete elektrische 
Ladungen sich TorzusteUen, besteht darin, dals man die Ellektricimt 
anf TOi^eschiiaboien Fl&chen ausgebreitet denkt derart, dafe ein 
endliches Quantum der Ladung ein endliches Flächenstück bedeckt 
Der Quotient ans der Ladm^, dindirt durch die bedeckte Fläche, 
nähere sich für verschwindende Grölse der letzteren an jeder Stelle 
der Fläche einem festen endlichen Grenzwerth, welcher die Flächen- 
dicht^^eit a der Elektricit&t genannt wird. Wir wollen auch hier 
zonädist Toraossetzen, dafs die Tertheilnng unrerrackbar von der 
Fl&che festgehalten werde, sich nicht etwa erst unter Wi^ung der 
elektrischen Kräfte darauf zu einer Gleichgewichtslage zurecbtschiebe; 
dann ist e als eine vot^eschriebene Function des Ortes aaf der 
Fläche zu bebandeln, ein einzelnes Flächenelement d 8 enthält dann 
das Ladnngsqnuitam de ^ e'de. 

Die Dimension der Flächendichtigkeit im elektrostatischen Maais- 
eystem findet man, indem man die elektrostatische Dimension der 
Ladnnf^ Gleichong (2], dividirt dnroh die Dimension L' der Fläche. 
Rh ist mitbiTi 

»-[i-+ifir-']. (32) 

Ihre SSnheit im C.G.S.- System bildet ein Über ein Qnadratcentimeter 
Terbreitetes Idnheitsqnantam. 

Das Potential einer Fl&chenbelegung kann man ebenso be- 
rechnen wie dasjenige von punktförmigen Ladungen 6 da; an Stelle 
der Summation tritt hier eine Integration Ober sänuntliohe geladenen 
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Fl&chen, r bezeidme den Abstand der einzelnen Flächenelemente d» 
Ton dem Punkte is, y, x, in welchem <p gesucht wird. Es ist dann 



'II~ 



(3S) 



Dieser Änsdrnck ist endlidi nnd verläuft; sicherlich stetig, so lange 
der Punkt in endlicheni Abstand tod der belegten Fläche bleibt 
Nähert er sich aber der Fläche bis zu einem Terschwindenden Ab- 
stand oder rDckt er gar in die Fläche selbst, so wächst der Integnuid 
fOr die nächstbenachbarten Flächenelemente über alle Grenzen. Es 
bedarf dann einer besonderen Untersuchung, um zu erkennen, ob 
auch dann 7 endlich und stetig bleibt. 

Wir denken den Punkt P [siehe die perspectiTiscbe Ansicht 
Figur 2), in welchem (p gesucht werden soll , in sehr geringem Ab- 
stände Ton der geladenen Fläche, 
fällen Ton ihm aus die Nonnale PK 
nnd legen um sie als Axe einen 
Ereiscylindermantel vom Radius p^' 
Dieser schneidet aus der Fläche 
ein rund un^renztes Stück heraus 
Dieselbe Constmotion ist auch 
denkbar fOr den Fall, dafs der 
Punkt P genau in der geladenen 
FUche liegt, sich also mit N deckt 
Zertheilen wir nun das Integral 
für gi [Gleichung (33)] ebenso, wie 
die geladene Fläche, so leuchtet 
ein, dals der über die ao&erhalb 
des herausgeschnittenen Stückes liegenden Flächenbelegungen er- 
streckte Antheil endlich nnd stetig bl^bt, selbst wenn P nach N 
rückt, weil eben die Qber alle Grenzen wachsenden Sommanden 
darin fehlen. Wir haben es daher nur mit dem Integral über das 
im Inneren des Gjlinders gelegene Stück der Fläche zu thun. Wir 
führen in der durch P gelegten Querschnittsebene, welche also zur 
Tangentialebene wird, wenn P nach N rückt, Polarcoordinaten ein: 
Radius q und Azimuth &, Das Flächenelement in dieser Ebene wird: 
d8=e-d^-d&. (34) 

Die Flächenelemente «is auf der geladenen, im Allgeraeineo knmunea 
Fläche wählen wir so, dals deren Projectionen auf die Querschnitts- 
ebene sich mit den soeben angegebenen dg' decken, veigL Figur 2. 




Fig. 2. 
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Ist a der Nögangsiriiikel eineB d» gegen die Gnmdebene, so 
ist dt'OOBu = dt, oder 

0O8« 

mithin der über das heranBgeschnittene Flächenstttck erstreckte Theil 
des Integrals 



-/"*/' 



do'- (35) 



Nun kann anf keine Weise q gr5lser werden als r, der Brach p/r 
also nie gr&ber als I; im ÄJlgemdnen ist vielmehr immer ^/r< 1. 
Li Figur 2 ist ^ der Abstand des ds' von P, lehrend r darch die 
ponktirte Linie von P nach ds gegeben ist B&ckt aber P nach N 
und bat die fläche stetige Erflmmong, so nähert stob QJr fOr kleine 
Abst&ndfl dem W^rtbe 1 so stark, dab man es als Factor im Inte- 
granden weglassen darf, was wir jetzt auch tlian wollen. In allen 
Fällen wird darch ÜQterdra<^ang dieses Factors der Wertb Ton 9^^ 
h&chstena ve^rOlsert, niemals aber verkleinert, und in dem Falle 
P= N überhaupt nicht alterirt 

Das Integral <p^ in (35) erscheint dann als bestimmtes Doppel- 
integral mit endlichen Grenzen füx die Variabelen & nnd (>. Der 

Integntod ist , also ebenfalls endlich, wenn nicht in dem eng- 
begrenzten FlftcbenstQck bereits Neigongen von einem rechten Winkel 
gegen die Tangente im Mittelpunkt vorkommen. Das ist aber bei 
stetig gekrümmten FÜU:hen aasgescblosBen, vielmehr wird dann der 
cos a bei hinreichend kleinem q„ überall nahe gleich 1 sein, so dais 
man ihn eben&lls ohne Fehler w^assen kann. L&bt man endlich 
den Cjlinderradins q^ kleiner nnd kleiner werden, so kann man statt 
der Yariabelea einen festen Mittelwerth i setzen, der jedenfaUs 
endlich bleibt, nnd man erhSlt den Grenzwerth: 

welcher mit p^ gegen Nnll abnimmt Damit ist bewiesen, dab ^ 
endlich nnd stetig bläht, anch wenn der Punkt dorch die Fl&che 
hindorchtritt an einer Stelle, in welcher Elektricität mit endlicher 
Flächendichtigkeit verbreitet ist. Es wurde eben der Umstand be- 
ntltzt, dafs bei stetig gekrflmmten Flächen sowohl ffjr wie cos a sich 
der 1 nähern, so dals man beide Factoren weglassen dar£ Es sei 
erwähnt, dals das Gleiche anch gilt f&r die (nicht stetig gekrümmte) 
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Spitze einer Eegelfläche, Bei dieser nahem sich jene beiden Fac- 

toren zwar nicht der 1, aber es ist dann ^ hoos«, de&halb heben 

r 

sich beide g^eneinander. 

Das Integral <f^ in G-leiohang (36) über den Fl&dienaasBchnitt 
TBTSchwindet mit p^ sogar noch dann, wenn der Integrand in ge- 
wisser Weise onendlich wird. 

Nehmen wir z. B. folgende Tertheilnng an: 

_£.._i_.A, (36) 

r cos« (>" ^ ' 

welche f&r positaves « im Gentrom unendlich wird, so ist: 
3- e. 
<f>^-=Afd»f^~2?tA-eo^-', (SÖa) 

Q 

verschwindet also mit q^, so lange nur x ein echter Bmch ist 
Wird also die elektrisdie Flächendichtigkeit « anf einer stetig ge- 
krOmmten Fl&che oder an der Spitze einer Eegelfläche (wir können 
auch noch hinznfOgen „an einer scharfen Kante") nnendlich wie eine 
echt gebrochene Potenz des redproken Abatandes Xjq, bo bleibt trotz- 
dem die PoteatialfänctioD an dieser Stelle endlich and stetig. 

Bildet man einen ersten Differenzialqnotient von tp, z. B. -ä^> 

so ist za beachten, daTs x nur iq r steiM, nnd dals 



(^- 



C0B(r,;i5) 



ist Das Ober die FUUshe aniserhalb des Cylinders erstreckte Integral 
hat endliche nnd stetige DifEerentialqaotienten. £b kommt aar 
an anf 



|.,J-.,.,i2^._^. ,s. 



^_ r-i.»r-i„.„«2!h^ 



FOr Punkte, welche in der geladenen Fl&die selbst liegen, hat dieser 
Aasdmck keinen bestimmten Sinn mehr, denn wegen einer im 
Nenner Übrig bleibenden ersten Potenz von r, vottlr man im Glrenz- 
&11 und bei stetiger ErOmmang ancb q setzen darf, erh&lt man der 



GbOfsenordnnng nach lognat q , das wird oo — oo. Sobald der 
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Punkt aber deutlich auf der einen oder auf der anderen Seite der 
geladenen Fläche liegt, wenn aach noch so nahe, so wird r niemala 
genan = 0, der Anadmck (37) nimmt dann einen bestimmten end- 
lichen Werth an, welcher aber nicht mit q^ zugleich gegen Nnll strebt, 
wenn vir den Abstand tos der Fläche < ^^ lassen. Es ist auch direkt 

zn erkennen« da& die Beiträge, die (87) zn dem ganzen -^- liefert, 

wenn man Ton beiden Seiten an die Fläche heranrückt, entgegen- 
geaetzt gleich werden müssen, denn lehrend alle übrigen Factorea 
beidemal die gleichen sind, hat r en^^^ngesetzte Bichtongen, also 
der coB[r,3:) beidemale entgegengesetzt gleiche Werthe. So bildet 



zwei Stellen, welche in Terschwindendem Abstand von einander za 
beiden Seiten der Fläche liegen, d. h. die ersten Difierential- 
qaotienten des Potentials werden dort anstetig, bleiben aber endlich. 
Nnr die nach der Blchtung einer Tangente an die Fläche ge- 
nommenen DifFerentialqnotienteD mOssen stetig bleiben, weil die 
Fonction tp selbst in der Fläche eindeutig ist and zn beiden Seiten 
Bte^ verlänfti. Für diese tangentialen Differentialqaotienten wird 
anch in dem nach Analogie von (37) gebildeten Aosdrock der 
"^^nkd zwischen der Bichtong r und der DifferentiationBrichtiing 
(dort x) ein rechter, sein Cosinas also gleich NnlL 

An Stellen, wo die Flächendichtigkeit rerschwindet wie eine 
positiTe Potenz des AbstimdeB p, selbst wenn der Exponent ein 
echter Bmdt ist, fallen indessen die Sprünge fort 

§13. Contlnulrllch verbreitete Ladungen auf Linien. 

Der Vollständ^keit halber wollen wir noch elektrisch geladene 
Linien betrachten, obwohl man solche in der Theorie der wirklich 
vorkommenden elektrostatischen Vertheilnngen nnr selten und nnr als 
idealen Gtrenz&ll za verwenden hat Wir werden dabei auf den 
Begriff der Liniendichtigkeit E geehrt Das Längenelement d l der 
geladeaen Linie enthält das Qnantom dt " E-dl; auf einer end- 
lichen Strecke liegt ein endliches Qaantnm. Die Dimension ist 

Die Einheit der Liniendichtigkeit im elektrostatischen C.Q.S.-S7etem 
tAgt auf einen Centimetor eine elektrostatiBche Einheit (g 2). 



ESSTER THFJI.. 

Das Potential geladeoer Limen ist 
rE-dl 



(•E 

'-J~ 



m 



und verhalt sidi im leeren Banme ebenso stetig und endlich wie 
dasjenige von Punkte, Bamn- und Fl&chenl&dangen. Suchen vir 
aber ip ftlr einen Punkt der geladenen Linie selbst so wird für diese 
Stelle r '^O, der Integrand unendlich. Wir wollen der Einfachheit 
wegen annehmen, dab ein hinreicbendea SUck der Linie za beiden 
Seiten des gewählten Punktes als gerade Linie gelten darf. Nur 
Aber dieses Stück braudien wir zu integriren. Die AbmeaBuugen der 
Länge l auf der Linie kSnnen wir von dem gewählten Punkte als 
Nullpunkt aus rechnen, nach der einen Seite positir, nach der anderen 
n^^tiv; dann ist auch die Bächtang des positiven Zuwachses dl 
und die untere Grenze als negativ, die obere als positiv festgelegt 
Der Abstand r ist seinem Betrage nach gleich /, aber er ist nach 
beiden Seiten positiv zu rechnen. Bezeichnen wir den absolaten 
Betrag mit | M ^ ^^ 

+ + 

<p = Ej^ - 2EJ^ = 2 E lognati . (38a) 

Dies wird wegen der Stelle I — logarithmiach unendlich. Die 
Differentialqnotientea des Potentials werden bei unendlicher An- 
näherung an die geladene Ijinie noch stftrker anendlich. 

Da wir punktförmige Ladungen znallererst als ein&chste Vor- 
steUnng betrachtet haben, kennen wir jetzt alle Möglichkeiten der 
Vertheilung. 

Bei der Discnssion Aber das Verhalten der Potentialfunction 
und ihrer Differentialquotieaten stieisen wir auf zwei Fälle, in denen 
wir durch allgemeine Betrachtnng der Integrale keinen SchlniÄ auf 
die Werthe ziehen konnten. Es waren dies die zweiten Differential- 
qnotienten und mit ihnen das LAPiiACs'sche J^ im Inneren Aum- 
licher Ladungen, und zweitens die Sprünge der ersten Differential- 
quotienten an geladenen Flächen. 

Diese Lücken sollen im Folgenden aasgefBUt werden. Wir 
werden zuerst die für die Berechnung bequemsten umstände aus- 
wählen, deren Kenntnils uns dann aacb bei den allgemeinen Fällen 
nützlich sein wird. 
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§ 14. Potential einer gletcbmätelg belegten Kreisscheibe 
in Punkten der Axe. 

Um das Potential eineB geladenen ebenen Fl&cbenstQckeB von 
kreisförmiger Begrenzung zn berechnen, legen wir in das Centram 
der EreisS&cbe ein ebenes PolarcoordinatensTBtem: BadinBvektor q, 
Azimnth i?. Der Badins des Bandkreises sei R Senkrecbt auf 
dieser Ebene legen vir durch das Centmm eine Aze, auf der die 
Abmessungen x nach der einen Seite positiT, nach der anderen 
negativ gerechnet verdra. Wir suchen das Potential der Scheiben- 
ladnng hier nnr fOr Punkte, velche auf dieser z-Axe liegen. Der 
Abstand eines solchen Punktes Ton einem der Mäohenelemente der 
EreisBcheibe ist bestimmt darch den absoluten Betrag 

während das Flächenelement durch 

ds H p-dp-dd- 

gegeben ist Die Fläcbendichtigkeit e, welche im Allgemeinen als 
Function von g und & beschrieben werden könnte, nehmen wir als 
oonstant an. Dann ist 



--//^-M^. 



Zur AuafOhnmg des inneren Integrales ist es bequemer, r anstatt (> 
als Variabele einzufahren. Da » bei der Integration ein fester 
Parameter ist, so liefert die DifFerentiation des Ausdrucks r 



dr = 



pd^ _ gdg 



Der unteren Grenze ^ » entspricht r ^y^, was den absoluten 
Betrag der «-Abmessung bedeuten soll. Der oberen <^enze q *• R 
entspricht das ebenfalls absolute r —y«* + IP. Die Integration 
über den Winkel & liefert den Factor 2n. Es wird also 



Dec Terlauf zn beiden Seiten der Scheibe ist ein sTmmetriscber. 
An der Platte selbst ist qp stetig und endlich und bat dort den 
maximalen Werth ineR 
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Bilden wir nun von tp den DifFerentialqnotienten nach der 
Coordinate x, so finden wir: 



"5^ 



'2ne - 



Der algebraische Zähler » hat auf beiden Seiten der Scheibe ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, während die absoluten Wurzeln im Nenner 
beiderseits positiT sind. Auf der Seite der positiven x ist daher 

_ — + 1 , auf der Seite der negativen x aber — =— = — 1. Dies 
gilt bis dicht heran an die geladene Fläche, also bis zont Ver- 
schwinden des Abstandes x. Der erste Snnmiand - 



eich bei diesem GrenzQbei^ange dem Werthe -^, verschwindet also 
mit X. Deshalb sind nach vorstehender Gleichoi^ die Werthe von 
-™ dicht an der Fläche anf der positiven Seite 



.-2«e 



m 

auf der negativen Seite 



Dieser Differentialqnotient erleidet beim Dnichgang durch die ge- 
ladene Fläche einen Sprung, dessen Qrölse wir finden in der 
Diffi^'enz 



Es ist bemerkenswerth, da& die GrQlse des Sprunges nur von 
der Flächendichtigkeit » abhängt, nicht aber von dem Badios der 
Scheibe. 

g 15. Potential einer glelchmfifäig belegten Kugelfläcbe. 

Die constante Flächendichtigkeit sei e, der Radius der Eugel- 
fläche sei R Wir legen ein riLumlicbes Polarcoordinatensystem in 
den Hittelpunkt der Eugeh Die Polaraxe gehe von dort aus nach 
dem Funkte hin, in welchem wir das Potential bestimmen wollen; 
dessen Abstand vom Kugelcentram sei p. Für Punkte im inneren 
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Kugelraom ist p <S, ftür AnTsere Punkte ist p > R Den rariabelen 
Polwinkel nennen vir i^, den rariabelen Läi^enirinkel *). Das Ober- 
fl&cheDelemeot der Kngel iat dann: 

dB-=S^tm»-d&-dii. (39) 

Der Abstand r desselben ron dem aasgewAhlten Punkt wird be- 
stimmt durch die bekannte trigonometrisclie Formel 



r'-mB*+p*—2BpcoBi 
Das Potential ^ •= j j — wird also i 

,p = R*,jdf,j — 



(39 b) 



Die erste Integration noch dem Längenwinkel l&ät sich ohne weiteres 
aosfähren und liefert den Factor 2 n. Für die zweite Iniegration 
ist es bequemer, die Formel (39 a) nicht zur EinfDhmi^ der Pol- 
distanz & an Stelle der Yariabelen r zu benatzen, Bondem um- 
gekehrt mit ihrer Eolfe die in i9' ausgedrückten Grfilsen durch 
solche in r ZQ ersetzen. Dies erreicht man leicht, indem man die 
Gleichung (39a] b^ coostant gehaltenem R und p differenzirt: 

rdT = Bptänd-d&. 

Hieraus l&fet sich der Zähler unter dem Int^;ral (89 h) folgenda> 

maalsen in r angeben: 

rdr 
sinM*= -^. 
Rp 

Bb hebt sich dfuin noch r in Zähler und Nenner. Der unteren 
Ghrenze ^ — entspreche r^, d. L der Abstand unseres Punktes von 
dem ihm zugekehrten Pol der Engel, der oberen Grenze & = 9 ent- 
spreche r„ (abgewendeter Pol der .Kugel). Eis ist hiernach 



p-2.^^ = 



(39 o> 



Die Grenzen r^ und r, sind die absoluten Beträge der Ab* 
stiUide des Punktes von den beiden Engelpolen, man muTs daher 
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zwisclieD äQÜeren und iiuiereQ PnnkteD ontrscheiden. 
Punkte iet 



FOr innere Punkte ist 

r^'^B+p, r^^R-p, r^-r^'=2p C40i} 

also 

In diesen beiden Formeln liest man folgende Regeln: Der Zähler 
Tou <fa enthält die gesammte Ladung der Kngeloberfl&che 

t = 4sÄ*«, 
mithin ist gE>, — — , also ebenso grols, als wenn statt der Kngelbelegong 

die gesammte Ladnng in deren Mittelpunkt concentrirt vorhanden 
w&re. DeTshalh ist auch das Feld, welches die gleichmBJsig be- 
lodene Engel im äulseren Baome erzengt, Bichttmg und Intensit&t 
der elektrostatischen Kraft gleich den entsprechenden Werthen der 
gedachten Funktladnng im Centmm. 

Dieser nns bereits genan bekannte stetige Verlauf der Function 
reicht bis an die Engel heran. An ihrer Oberfläche ial p = B nnd 
defshalh 

^^_ AnRe, Sür p = R. 

Ebenso greis ist aber das dort angrenzende 4p,, wie man aus 
Gleichung (40i) sieht Der Werth des Potentials verläuft also beim 
Durchgang durch die geladene Eugelfiäche stetig. Während es aber 
auTsen reciprok dem Centralabstand p sich abflacht, hat es im Inneren 
der Eugel überall denselben constanten Werth AnRe. 

Betrachten wir nun die ersten Differentialquotienten. Im äufseren 
Baume giebt 

^— ^- (««) 

das steüsto Gefälle in radialer Richtung an, und damit zugleich die 
Intensität der resnltirenden elektrischen Kraft. Senkrecht dazu, also 
in jeder zu den concentrischen Eugelfl&chen tangentialen Richtung 
ist das Ge&lle gleich Null Im inneren Eugelraume ist 
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flberiianpt ist dort der DiffereotialqDotient in jeder beUebigen Bich- 
tnng gleich Kall, es herrseben keine elektrischen Kräfte im Hohl- 
raum der Eogelfläche. Beide Formeln (41a tmd i) gelten für Punkte 
in der geladenen Eogelfläche selbst. Während aber ftlr die Innen- 
seite dort noch d ipjdp => gilt, nähert eitdi für p = S der Ans- 
drack fOr die Aulsenseite dem Werth d^Jdp ^ — 4ne. Der 
Bifferentialqaotient des Potentials in radialer Bichtoi^ ist also an 
der geladenen Fläche unstetig. G^t man tou innen nach aufsen, 
80 springt er von auf — 4 » a; ee ist 



l dp l,.,VSi'l 



(42) 



Die Sprooggröfse — 4 n e wird allein bestimmt durch die Fl&chen- 
dichtagkeit, ist aber in diesem Beispiele unabhängig vom Ei^elradius. 
Das aus den zweiten DiSerentialqaotienten gebildete ^qp ist 
sowohl im inneren wie im äoTseren Baume gleich Null, innen, weil 
fij constant ist, aufaen, weil (f^ aussieht, wie das Potential einer 
Ponktladung. In der Fläche selbst aber verliert A<p seinen Sinn, 
denn wo bereits die ersten Differentialquotienten unstetig sind, kann 
man die zweiten nicht bilden. 

§ 16. GleicbmSTsIg vertheilte Ladung Im Räume zwischen 
zwei concentrlschen Kugelflächen und In einer Vollkugel. 

Die conatante i^umliche Dichtigkeit der Elektricität in der 
Eugelschicht sei a. Der Badius der inneren Begreuzui^sääche sei 
i2j, der der äuTseren R^. Wir legen in das gemeinsame Oeutnun 
wieder ein Polarcoordinatensystem, dessen Folaraxe durch den Punkt 
geht, in welchem wir das Potential bestimmen wollen. Dieser liege 
im Abstand p. Der Tariabele Badinsreotor ist q, der Polwinkel 
«9-, der lAngenwinkel ij. Das Yolumelement in diesem Coordiuaten- 
STstem ist 

dx = Q*i\Ti»-dp-d&'dv, (43) 

dessen Abstand r toq dem ausgewählten Pnnkt ist gegeben durch 
r*^ Q* ■\-p* — 2(>pcosj?-. (43a) 

Das Fotenüat der betrachteten Tertheilnng ist 

Ä, 
H. Y. HMjmwn, ThMiVt. Phplt. Bd.IV. 4 
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Die IntegratioD nach dem LängeDwinkel liefert qot den Factor 2 n. 
Im ionerBten Integral fUhrea wir r statt & als Tariabele ein. Dabei 
ist zD beachten, daTs ^ im innerBtea Integral fester Parameter ist 
Es wird dort nur über eine tmendlich dOnne Lage in der Schicht 
int^rirt Defehalb liefert die Differentiation Ton (48 a], wie im 
Torigen Paragraphen, 

rdr ~ ^p-ma& ■äff'. 

Der Integrand ist 

r p 

Den G-renzen nnd n des PolwinkeU entsprechen die absolaten 
Werthe r^ nnd % der AbBtäcde unseres Pnnktee von dem flun 
nächsten und fernsten Pol der Engelfläche vom Badins (>. 
Nnnmehr ist: 

B, r« B, 

qp ^2«,Jdgfdrj-^^iJdee[r^-r,). (43c) 

B, U », 

Die Differenz der aheolnten Strecken (r„ — rj nimmt ganz wie 
im vorigen Paragraphen rerschiedene Formen an, je nachdem p 
gröfser oder kleiner als {> ist Es ist 

r„ — r„ «2(» för ;>>^, 
*•« — fo " 2p fQr p < p. 
Danach ist auch das Resnltat der letzten Integration je nach der 
Länge p ein verschiedenes. 

Liegt nnser Pnnkt anlserhalh der ganzen Kugelsohicht, so ist 

p > ü^ also auch gröfser als s&mmtlicbe p, Qher welche von £, bis 

R^ integrirt werden solL Man hat dann r„—r^ = 2p zu setzen 

und findet f&r den änbereo Baum 

s, 

'P'-^J^^-f'-TF^V-B,1. (44.) 

Das Volumen der geladenen Schicht ist als Differenz dar beiden 

Kngelrolumina gleich -j--'^' ö~ ^' ""^ kommt in 9), als Factor 

vor, welches zusammen mit dem anderen Factor a die Gesammt^ 
ladnng der Schicht 

,-ili(V-üi1 
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crgiebt. Es ist demnach 



Pas Potential im änberen Baume — und damit aoch das 
elektrische Feld daselbst — ist so gestaltet, als wäre die gesammte 
Iiadnng im Ceotrum zn einer endlichen PnDktladnng Tereioigt Dies 
gilt bis an die Eagelfl&che S^. 

lA&gi nnser Funkt in der leeren HOhlnng, so ist p < iJ, , also 
auch kleiner als aämmtliche im Integral Torkommenden g. Man 
bat dann r^ — r^ = 2p zu setzen und findet tüi den inneren Hohl- 
raum, nachdem man p in Zähler und Nenner gehoben hat: 
s, 
qo; = 4 « sfdfi . () = 2 ff «[i^» - Äj*) . (44 i) 

Dieser Ausdruck ist in der ganzen Höhlang constant, das Potential 
hat dort kein Gefölle, es existirt dort keine elektrische Feldiuten- 
sit&t Dies gilt bis an die Kngelääche B^. 

Drittens kann unser Funkt auch in der geladenen Schicht selbst 
liegen. DaTs gi dort noch endlich bleibt, haben wir schon in § 11 
hintetr Gleichung (28 b) festgestellt Es werden dann aber in unserem 
Int^ral (43c) sowohl Q<p wie auch g>p rorkommen, so d&ls 
wir för (r, — r^) nicht Überall denselben Ansdnick setzen dürfen. 
Wir spalten de&halb das Integral in einen Theil von £, bis p ond 
einen tod ji bis ^. Im ersten ist für die AbstandsdifTerenz 2 p, 
im zweiten 2 ^ zn setzen. Wir haben dadurch unsere Schiebt in 
zwei Schichten zerschnitten, für deren erstere unser Punkt an der 
Grenze des Auiäenranmes, für deren zweite er an der Grenze der 
Höhlung liegt. Das Potential in diesem mittleren Baumgebiet 
nennen wir ip^ und finden: 

r Ä. 

2ffe r „ , 2n» C^ - 

tp^^—-jäg.Q.2g+ -^j dQ.Q-2p 

-S, r 

oder beide Theüe nach dem Muster von <f^ und rp^ ausgei&hrt: 

4«« , 

Dies kann man noch durch eine leichte Umformung in die Form 
bringen: 

9.,-2«aV ^p» g J-. (44m) 
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Das Potential ist also in diesem mittleren Q«biet eine stetige 
algebraieche Fonction dea Centralabstandes p Ton eigenthümlicher 
form: Ea besteht ans einer dem Quadrat des ätÜBeren Grenzraditis 
proportionalen Gonstante, ron welcher erstens ein in p quadratisches 
Glied, zweitens ein zu p reciprokes G-Iied abgezogen wird. Das 
letztere, proportional dem Cnbos des inneren G^renzradius, strebt 
beim Schwioden der HOhlang, d. h, beim üebei^ang zur Tollkogel, 
gegen Null, und ist nichts anderes als das Potential der Füllung 
des Hohlraumes, welches abgezogen werden muJÄ, weil wir den Hohl- 
ranm als leer von Ladung angenommen haben. Der Ausdruck ^^ 
gilt bis an beide Frenzen ü^ und R^. 

Zunächst sieht man leicht, daß ip an beiden Grenzfl&cben stetige 
üeberf^nge zeigt An der äulseren OrenzS&che hat man in tp^ 
und 90^ einzusetzen p — S^. Das giebt: 



y.-2».V--s-V — 3-^ 

also identische Werthe. 

An der inneren Grenzfiäche hat man in tp^ und tp^ einzusetzen 
p =1 R^. Das giebt: 



y, =2>..(Ä,'-Ji,>) 



also gleichfalls identische Werthe. 

Von den ersten Differentialqnotienten sind die tai^ential zu 
den concentriscben Kugeln genommenen im ganzen Räume gleich 
Null. Das HanptgefäUe, also die resultirende Kraft, hat Qberall 
radiale Bichtong. Man findet dafür in den drei Baumgebieten 
folgende AnsdrDcke: 



dp " 8 p' " p' 

8ip^ 4 « < 4g« R^ 

dp 



(45 a) 
(45m) 
(45i) 
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Aach diese bleiben an den Grenzen des geladeneo Baumes 
stetig; setzt mau n&mlich im ersten and zweiten Äusdrack p » B^, 

so ertiÄlt man beide Male den Werth 5— — Z, , und 

b ^ 

setst man im zweiten Ausdruck p oe R^, so erlAlt man Null, wie 

im dritten Ausdruck. 

Die zweiten DifferentialqaotieDten nach p sind 

[46 a) 
(46 m) 



S'f. 


„ 8,. V 


-ü,> 




äp' 


3 


P' 






int 
- 3 - 


8»> 
3 


^ 


Sp' 


-0. 







(46!) 

Sie rerhiafen beim Durchgang durch beide Grenzflächen unstetig. 
Um die Werthe Ton ji^i in den drei Abtheüongen des Kanmes 
zu finden, mn& man zonUchst den Ausdruck aufaachen, den die 
Operation ^ 9s fOr eine reine Function des Abstandes p von einem 
festen Centrom annimmt Liegt dieses an der Stelle x^, y^, z^, 
während x, y, x den Ort des betrachteten Punktes angibt, so ist: 





}.' = («-a:J' + (j- 


».)■ + (»-%) 


dp 

ä7- 


x—xa dp y 
P ' «» 


p ■ dz 


e-p 


-4-^. 


6'p I 
«»' P 




S'p I 


--».)■. 




P' 


Andeneits ist: 






dtfi dip dp 
dx~ dp' dx 






'^'•^[U] 


'd^d'p 

*dieT' 



l3-».f 



(47) 



nebst analogen Aaadrllcken for die y- nnd die x-Coordinato. Setzt 
man in diesen Gleichungen die AusdrQcke aus den Gleichungen (47) 
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ein mtd bildet die Summe des zweiten Differentialqnotieaten, so 
kommt heraus 



oder 



ä<plS («-»^)' + (»-».)■ + (»-«;,)■ 
■^ dp \p P' 



'-) 



unter Benntzimg der G-leichongen (46} nud (45) erhält man alao: 

JiPt-0. (48i) 

AIbo in den tod Ladung freien Theilen des Raumes, sowohl im 
Aufseren wie in der Höhlung, ist Jip =0; das Potential folgt dort 
tlberaU der IiAPLAOi'Bchen Differentialgleichnng. Das wulsten wir 
schon. Aber in der gleichförmig mit r&nmlicher Ladong erftUten 
Schicht ist Jtp = --Ani. Dies ist ein neues wichtiges Besoltai^ 
aas welchem hezrorgeht, dafs der Werth des J tp allein durch die 
riLumliche Dichtigkeit bestimmt wird, aber unabhängig von der Lage 
des ausgewShlten Punktes und tob den Eadien der begrenzenden 
Kugelääiäien ist Beim üebergai^ aus leerem in geladenes Gebiet 
und omgekehrt rerläuft also 4ip unstetig. 

Die Betrachtungen Über die Eogelschicht gelten unverändert 
anch für eine Vollkagel, welche gleichfSrmig mit Aumlicher Ladung 
erfüllt ist Man braucht nur den Radius der inneren HShlnng £, s 
zu setzen, was nirgends zu mathematischen Unzntrilglichkeiten 
ftlhrt, die vorstehenden Formeln aber verein&dit. Das G«biet, in 
welchem <pt fflt, verschwindet dann, man hat nur ipa im äuiseren 
Räume und 9>, im Inneren der Kogel, deren Radius wir nuu R^ = R 
nennen können. Aus (44a und m) folgt: 



4ga JB* 
' S p ' 



(49a) 
(4dm) 
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Ans (4&a und m) folgt: 



dp " 3 p'' 



[50 a) 



^--^^ (50m) 
Am (48a tmd m) endUcli folgt: 

ii9P.=*0 (51a) 

J y, — — 4 » e , (61m) 

§ 17. J 91 bei beliebiger Verthellung der räumlichen Dichtig- 
keit der ElektrlcltäL Differentialgleichung von Polsson. 

Wir denbeQ uns jetzt eiae beliebig TOi^Bchriebene r&mnliobe 
Yertbeilang der EHektricität, so dafs a als bekannte Fnnotion der 
Baumcoordinaten anibitt. Diese Function kann an gevissen Qrenz- 
fläcben ünstetigkeiten anfneisen, soll aber sonst einen stetigen and 
endlichen Verlauf haben. Wir stellen die Angabe, den Werth toq 
Jf) zu bestimmen in einem Punkte, in welchem die elektrisohe 
Dichtigteit den von Null Terschiedenen Werth 1^ besitzt. Wir legen 
eine Eogel tud diesen Punkt als Gentmm. Dadurch zerschneiden 
wir die Ladungen in zwei Gebiete, eines aolserhalb dieser Kogel- 
fl&che, ein zweites innerhalb. Die Ladung dieses zweiten Gebietes 
theilen wir abermals in zwei Theile; diesmal nicht durch eine räum- 
liche Glrenzfi&che, sondern dadurch, dals wir t als Superposition ron 
zwei VertheUnngen in den Eogelraum ansehen, deren erste Überall 
den festen Werth t^ zeigt, welcher im Eugelcentnim herrscht, während 
der zweite von der Form (* — ^] im Gentrum gleich Knll ist, und 
in den excentrischen Gegenden des Eogelranmes den Yeränderongen 
der Tariabelen a Rechnung tiägt 

Entsprechend dieser Dreitheüung des Ladungsvorratbes spaltet 

sich dann auch das Banmintegral / / / , welches das Potential 

im Mittelpunkt der Eugel darstellt, wenn r'den Abstand von dort 
bezeichnet, während dr das Volumelement des geladenen Baumes ist 
Die entstehenden drei Theile des Gesanuntpotentials <f> wallen wir 
folgendermaafsen bezeichnen. Das Potential der anlserbalb der 
Engelfläche befindlichen Massen, in welchen also der Engelraum als 
lew gilt, nennen wir hier ip^. Es ist dann im Inneren der Eugel 
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sicherlich schon nach Qleichong (27a) J90, — 0. Den zreiten Theil« 
welcher von der gleichförmig mit der Dichtigkeit t^ eifHUten Eagel 
herrahrt, nennen wir «f>„. FOr dieses gilt nach dem rorigen Para- 
graphen: ^<fa= ~4n«o. Der Best 9>,, welcher der Yertheilnng 
(e — <g) entspringt, befriedigt im Engelcentmm ebenfsüls die Bedingung 
J ^j = 0, denn « — «^ Terschwindet bei stetigem YerUnf von * in 
der Mitte der EngeL Wir konnten sogar gegen Ende des § 11 nach- 
weisen, dals J ^ ~ noch gilt, wenn der Anstieg der Dichtigkeit in 
der Umgebung einer Nullstelle ein ret^t steiler ist, das beifst hier, 
wenn die Dichtigkeit a einem unstetigen Verlauf beliebig nahe 
kommt 

Nun folgt direct aus 

^(p=m Alf^-\- A(f^+ A<f>i 

und 

J y^ =i 0, 4 y^ = — 4 « Sg, J 9)j => 
das Resultat: 

^ 9; = — 4 a !„ . (52) 

Der Werth von ^ gp ist an jeder Stelle des Raumes gleich der, mit 
— 4 n mnltiplicirten, räumlichen Dichtigkeit der Elektricit&t^ welche 
daselbst herrscht, dagegen unabMng^ von den an anderen Stellen 
liegenden Ladungen. Da nun fUr jeden Punkt im Räume das 
Gleiche gilt, so können vir jetzt den Index weglassen, und 
schreiben; 

j y = _ 4 n « (52 a) 

Dies ist die von Foibbok aufgestellte Differentialgleichiing f&r das 
Potential in geladenen Räumen. Die im leeren Raome gtllt^e 
LAPLACB'sche Differentialgleichung Atf ^Q erscheint als ein&chater 
Sonder&ll von dieser. Differentialgleichungen von diesem IVp^b, 
die also aussagen, da& eine im Räume definirte Function gleich 
dem A einer anderen Function sein soll, kommen auch in anderen 
Theilen der Physik vor, in denen die G-röfse e nicht eigentlich die 
Dichtigkeit einer Substanz bedeutet, mitunter sogar eine gerichtete 
Qröfse vorstellt, was sich dann auf die zugehörige Function 91 
Ubertr&gt. 

g 17a. Der Sprung der ersten OlfTerentlalquotlenten von tp 
an einer beliebigen elektrisch beladenen Fläche. 

Wir denken uns jetzt eine beliebig gestaltete Fläche im Baume 
in beliebiger Weise mit Elektricität belegt Die Fläche kann stellen- 
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weise scharfe Kanten und Ecken besitzen, soll aber Boost höchstens 
endliche ErOmmung besitzen; auch die Flächendicht^eit e kann 
an einzelnen Qranzlinien unstetig wechseln, soll aber sonst einen 
stetigen Vwlaof anf der Fläche haben. 

In iif^d einem Punkte der Fl&che, wo die elektrische Dichtig- 
keit den Werth ^ habe, errichten wir nach beiden Seiten die Normale, 
and lassen einen Beobachtnngspnnkt auf dieser dorcb die Fläche 
hindorcbgelien. Die Abmessungen anf dieser Geraden nennen wir n, 
sie sind aof der einen Seite negatir, auf der anderen positir. Den 
Differentialquotienten von tp nach der Bichtong der wa-chsenden n 
bezeidmen wir mit dtpjdn; er ist also an der negativen Seite in 
der Bichtong nach der Flache hin, auf der positiven Seite in der 
Sichtung TOD der Fläche weg zu bilden. Um die ünstetigkeit und 
die SpnmggrSfse dieses DifferenÜalqaotienten beim Durchgang durch 
die Fläche zu finden, machen wir uns folgende Vorstellung: Wir 
legen in den Fulspunkt der Nonnale die Tangentialebene an die 
Fläche, schlagen in ihr am den Fufspunkt einen Kreis mit dem hin- 
reichend kleinen Badins q^ und schneiden mittelst eines durch diesen 
hindurchgelegten geraden Qjrlindennantels aus der geladeneu Fläche 
ein rundes StUck heraus, welches den Fu&punkt der Normale ent- 
hält. 'Eß ist das dieselbe Oonstmction, welche in Figur 2 (S. 40) 
TerauBchaulicht ist, wenn man dort den Punkt P nach N verlegt 
denkt. Die in der Tangentialebene gelegene Kreisfiäche ist ohne 
Ladung, wir können uns aber statt dessen auch Torstalleu, dafs sie 
mit zwei entgegengesetzt gleichen Flächendichtigkeiten belegt ist, 
welche sich vollkommen nentralisiren. Diese beiden Belegungen 
sollen auf der ganzen Kreisfläche die constanten Diditigkeiten -\-6^ 
und — Bq haben. Wir haben es also jetzt mit folgenden Belegungen 
zu thun. 

1. Die Belegung s der gegebenen Fläche, soweit sie aufberhalb 
des erzeugten runden Ausschnitts liegt 

2. Die Belegung e der gegebenen Iläche auf dem runden Aus- 
schnitt, welche bei stetigem Verlauf im Fufspunkt der Normale den 
W^rth flg erreicht 

3. Die Heilung — «^ der tangentialen Kreisfläche, 

4. Die Bel^ung + s, der tangentialen Kreisfläche. 
Entsprechend dieser Viertbeilung der elektrischen Ladungen zer- 

ftllt auch deren Potential nebst Differentialquotienten in vier 
Summanden, die wir durch dieselben Kammern im Lidex mit tp^, 9>,, 
(f^, <p^ bezeichnen wollen. Ursprfinglich gehören (jp^ und (p^ zusammen ; 
denn 9>j + 9), bildet das Potential der ganzen voi^elegt«n EHek- 
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tridtät&TertheÜQng, ood auch tp^ und tp^ gehSrec uraprüDgUch zu- 
sammeD, denn tpt + tp^ ^ ist der thatsächlich nicbt existireDde 
Beitrafi^ den die angeladene Tangentialebene zum Qesammtpotential 
liefert. Die Spaltung des PotentialB ip in die Summanden (p^ and 
91, nützte ans bereits in § 12 zum Beweise, dafe das Potential selbst 
an der geladenen Fläche stetig bleibt, während dessen erste Differen- 
ti&lquotienten dort im allgemeinen anstetig sind. 

Die HinzufliguDg der beiden sich gegenseitig zerstörenden <}lieder 
QT'j und tp^ geschieht hier, weil wir ^^ und 93, mit Katzen zus&mmen- 
fasseo können: 

<p~<Pi+[(p, + <p,) + rpt 



gai^ durch die Fläche, denn für ihn ist sowohl der Ans- 
schnitt der Fläche, wie auch die Ereisscheibe leer, es ist dort ein 

Loch geschaffen worden. Auch der zweit« Sanunand — ^^ — ^ 

an 

erleidet keinen Sprung. Dies kann man ToUständig einsehen mit 
den in § 12 gegebenen Mitteln, ip, ist das Potential einer that- 
sächlich Über ein Stück der krommen Fläche verbreiteten Iiadung, 
dieses wurde aber bereits dort in Qleichnng (85) als Flächenintegrat 
über die zugehörige Ereisscheibe dargestellt. Der dort mit tp^ be- 
zeichnete Aasdruck ist anaer jetziges yi^. Man braucht nur Doch 
eine geringe Ümformang mit jener Qleichnng (35) Torznnehmen. Es 
bezeichnete r den Abstand des einzelnen Flächenelementes ds von 
dem anf der x-Aze gelegenen Paukt, in welchem <p gesucht wird. 
Nennen wir nan r' den Abstand des entsprechenden in der Tangen- 
tialebene gelegenen Flächenelementes da' tou demselben Punkt, so 

können wir im Integranden —7 zusetzen und folgendenuaaTsen zu- 
sammenfassen: 

,.-/.*/..f.(i.^). (M, 

In dieser Form deckt sich der Ausdmck mit dem Potential 
einer Belegung der tangentialen Kreisfläche; die Flächendichtigkeit 
auf ihr wäre 

«' = — • -^— • (54a) 
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Je n&her ein Fl&cheDelement am Mittelpunkt der Kreisääclie liegt, 

nm 80 mehr nahem aich — und cos« dem Werthe 1, also e' dem- 

r 

jenigeo Werthe, welchen e im Kittelponkt besitzt; diesen hatten wir 
0g genannt. 

Das Potential tp^ können wir sofort angeben: 



an «, 



■ie-f •(-».)• 



Beide lassen sich nun direct zosanuneniaBsen, da sie über dieselbe 
Kreisfläche snmmirt sind: 



'" Cd 



(66) 



Dies ist das Potential einer Belegung der EreisB&che mit folgender 
Dichtigkeitsvertheilong ; 

e" = ftj. (55a} 

r cos« ^ ^ ' 

Diese wird in der Uitte der Fläche absolut ^eich Null nnd steigt 
bei stetigem « und endlicher Erammang der FUlohe ringsum ganz 
allnülhlich an wie eine Grölse, die proportional g ist. Fflr solche 
Vertbeilungen wurde nun am Schlüsse Ton §12 nachgewiesen, dals 
der Sprung der ersten Differentialquotienten ausbleibt, wenn man 
an einer Stelle bindorcbgeht, wo die Dichtigkeit gleich Null ist 
Ja es liefs sich zeigen, daTs zum Weg&ll der Sprünge nicht einmal 
ndthig ist, dals die Dicht^keit wie q auf Null herabgebt, sondern 
daJs ein Terscbwinden proportional einer kleineren, echt gebrochenen 
Potenz ^ (« > 0) dafDr gentkgt Das wfirde in nnserem Falle be- 
deuten, dab die voi^eschriebene Vertheilnng s einer ünstetigkeit 
oder daJs die Flächenkrümmung einer scharfen Kante oder Ekske 
nahe kommen darf, und dals trotzdem noch gilt: 



Die Tierte Snnunand in (53) endlich er&hrt einen Spmng, dessen 
WerÜi wir in § 14 bereits aasgerechnet haben, denn es handelt 



sich hier nur noch am die gleichförmige posittre Bel^ong + <^ der 
ebeoen Kreisfläche. Es ist also: 






and mithin gilt für das C^sammt^otential (p der beliebigen Fläcben- 
beladnng der Sats 

■^—*"'- 

Dabei war «^ der Werth an dem Ponkte, in welchem wir die Flädie 
durchquert haben. Da dies non ein jeder Punkt sein kann, ao hat 
der Index jetzt keine Bedentong mehr. Bb ist flberall an der 
geladenen Fläche (in aasfohrlicher Schreibart) 

(lJ),-(4fl— "• '^" 

Bei Tielen Antoren findet man die Normalenrichtong auf beiden 
Seiten Ton der Fläche weg gekehrt Das stimmt mit der Sichtung 
unseres wachsenden n nnr auf der positiven Seite, auf der negaüren 
Seite ist sie umgekehrt Dadurch dreht sich auch das Vorzeichen 
um, und die Formel wird: 

|i + |i._4,.. ,56.) 

Der Sinn beider Schreibweisen ist dw gleiche. 

Man kann sich den Verlauf des FotentialB beim Durchgang 
durch eine geladene Fläche mittels eines Diagramms recht anschau- 
lich machen, indem man den auf der Normalen zur F^he ver- 
laufenden Weg des Beobachtungspunktee als Abscisse (n positiT 
nach rechts) und die an den Orten geltenden WerÜie des Potentials 
als Ordinateu {<p positiv nach oben) anftiftgt Die so entstehende 
Curre wird im Allgemeinen einen stetig gekrümmten Verlauf zeigen, 
dessen Qestalt von der Vertheilung aller Torhandenen Ladungen im 
ganzen Baume abhängt und Ober die sich nichts Gtenerelles aus- 
sagen läJÄt Bei der Abscisse n = aber, wo die Normale die ge- 
ladene Fläche durchsticht, besitzt die graphische Potentiolcorre 
einen ganz charakteriBtiacheu Enick, der Ton nichts anderem ab- 
hängt, als vom Werthe der Flächendichtigkeit e in dem durchstochenen 
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Punkte der Flftcbe. Nehmen wir i^mlicli der Kürze w^^n an, 
der OrdiDateDmaal88tab des Disgramms betrage 1 cm fOr eise elektro- 
statindie (C.G^.}-Emheit des Poteotials, so wird die trigODometrisclie 
Tangente des Neignngswinkela der Cnrre direct darcb den Differenti&l- 

dn 

— 4ne Bein mala, daa bestimmt den Knick. Bei einer positiven 
Belflgong kann das Diagramm beiapielsweise die Formen, Figor 3, 




Fig. 8. 

annehmen, bei denen der Knick immer convex nach oben isL Bei 
negatiren Bel^n"^«>> dagegen ist der Knick stets concaT nach oben, 
wie die Formen in Figur 4 zeigen. 




Fig. 4. 

Nicht nnr die in Bichtnng der Normale genommenen Differential- 
qnotienten springen an geladenen Fl&cben, sondern auch die nach 
beliebiger anderer Bichtnng. Stetig bleiben, wie schon in § 12 
erkl&rt, nur die in tai^entialen Richtongen genommenen. 06hen 
wir in einer beliebigen Richtung x durch eine geladene Fläche, so 

ist ea sehr leicht einzusehen, daTa -^-^ dabei den Sprang: 



m 



=■ — 4 » 6 • C08 (n sc) 



(57) 



§ 18. Gleichförmige Doppelschlchten auf Kugelfläohen 
und Krefsschelben. 

Wir denken nna jetzt zunächst zwei concentrische Kugelflächen. 
Die innere Tom Badioa ^ sei mit einer u^ativen EUektricitäts- 
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mteag» — c gleichmäläig belegt, so dalä die Fl&chendiditit^eit «, auf 
ihr gegeben ist durch 

-— W- ''''' 

Die äalsere Kogelfläche Tom Radius B, enthalte ein gleichgrolaes 
positives QnaDtnm + e ebenfaUs in gleichmäJsig verÜieilter Flächen- 
dicbti^eit ^. Dann ist 

Die Potentiale qj^ nnd 9;, beider einzelnen Belegungen snper- 
poniren sich an jeder Stelle des Baumes; sie sind nur abhängig 
Ton dem Abstand p des betrachteten Punktes vom Centrum der 
beiden Kogelflächen, und können aas den Formeln des § 16 ent- 
nommen werden. 

Für p > i^ liegt der Ponkt aulserlialb beider geladenm Flächen; 

dort ist o;, — — — , w, = , mithin 

o), -_- + l-0. (59a) 

Das Gesamm^Kitential ist im ganzen äoTseren Baume gleich Null, 
die beiden elektrischen Felder der beiden Belegungen heben sich 
dort auf, es besteht keinerlei Wirkung. 

Ffir p< B^ liegt der Punkt innerhalb beider Kugdäächen; dort 

ist fjj — — — and T't ~ + -^ 1 mithin 

Im Hohlraum der inneren Eagelfläche herrscht also ein conetantes 

negatives Potential, ein elektrisches Feld besteht auch dort nicht. 

Für ^ < p < ü^ liegt der Punkt zwischen der inneren, negativ 

geladene, und der äu&raen, positiv geladenen Kogelfläche. Dort 

ist €pi^ , 9't~+p'> '•^^^ ^*^ Gesammtpotential: 

9. } + ^- (69"») 

In diesem mittieren Baomgebiet steigt also das Potential qc. 
stetig von dem negativen Gxenzwerth ip^ für p = Rf an bis zq dem 
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Grenzwerth 0, Telcher f6x p ~ R^ gilt Hier herrscht auch ein 
elektrisches Feld, welches ebenso stark ist, als wenn nnr die negatire 
Belegiug der inneren £iigelfläche aUein vorbanden w&re. Wenn 
wir die im vorigen Paragraphen empfohlene graphische Darstellang 
auf diesen Fall anwenden, and 
als Absdase des Diagramms den 
Badinarectorp verwenden, welcher 
ja beide geladmen Ft&chen senk- 
recht dnrchsetzl^ so erhalten wir 
für den Terlanf der Cnrre ip 
folgendes Bild (Figur 5> Das 
Stückf), gehört einer gleichseitigen 
Hyperbel an, deren Asymptoten 
den Diogranunaxen parallel laufen. ^- ^• 

Wir wollen nun die beiden Engelfl&chen bis anf einen ver- 
schwindenden Abstand B, — Jiy=' SB einander n&hem. Die beiden 
Badien R^ und S^ streben dann gegen eine gemeinsame Grenze, die 
wir mit B bezeidinen; sie ist der Badins der kugelförmigen Doppel- 
achicbt Die beiden FUcbendicht^keiten (58^) und [58^ streben den 

entgegengesetzt gleichen Werthen 7 -j — Bi~ ^^ Nennen wir: 



so wird im GrenzfaU 

Bj •■ — fl ond e^ « + 6 . 
Der Potentialwerth im inneren Hohlranm wird dann nach (59i} 
Vi t^ 4«Ä».«.-^ 4n,.3B, 

während im änfseren Banme bleibt: 
y, - 0. 

Der Sprang, den das Potential selbst beim Durchgang durch 
die Doppelschicht erfährt, wird also 

y«- (pi^iite-SB. (60a) 

L&fet man bei diesem Grenzflbei^ang die Ladungen nnrei&ndert, so 
mnls die SprunggrObe w^en des Factors SB versdiwinden, denkt 
man aber die Ladongen in demselben Maalse verstärkt, wie der 
Abstand der Flächen vermindert wird, so kann das Prodnct e-SB 
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beim Grenzübe^ang einen featen endlichen Werth behalteo, der 
dann anabbängig davon ist, wie weit man die Terkleinertmg des SS 
in der Vorstellang treibt. Dies wollen wir jetzt ala eifOllt anseben. 
Das feste Product 

e-3R = m {60b} 

nennt man das Moment der Doppelsoliiobt. 

Die Bezeichnung Moment ist hergenommen von der Analogie 
mit dem Drehnngsmoment eines Kräftepaares an einem Hebelarm. 
Dieses ist gleich Kraft mal Hebelarm und behält eben£alls einen 
festen Orenzwertb, wenn bei Terschwindendem Hebelarm die Intensität 
der Eififte entsprechend gesteigert wird. 

Die SprunggTÖlse des Potentialfi wird onn 

<p,-tPt = Axm, (60c} 

behält also bei verechwindender Dicke der Doppelschicht einen festen 
endlichen Werth, der nur von dem Moment äß abhängt. Die KrUmmang 
der Ei^elääche, also deren Radins, hat keinen Einäuls auf den 
Werth des Sprunges. 

Als ein zweites Beispiel wollen wir eine Doppelschicht zu- 
sammensetzen aus zwei coazialen ebenen Ereisscbeiben vom Badius R, 
welche mit entgegengesetzt gleichen Mektiicitätsmengen gleichmäfeig 
belegt sind. 

Die gemeinsame Axe sei die s-Ase. In der Elbene z — liege 
die mit der Dichtigkeit — e belegte Scheibe, in der Ebene x » A 
(> 0} liege die mit + e belebte. 

Das Potential fttr Punkte auf der s-Aze kSnnen wir nach den 
in § 14 entwickelten Formeln zasanunensetzen. Von der negativen 
Scheibe rUhrt her: 

von der positiven Scheibe: 

g>^-+2ne(y{z- h)' + fi» - y (« _ A)»). 

Die Wurzeln sind überall absolut za nehmen. Beide Potentiale 
superponiren sicL Die x-Axe zerftUt in drei Gebiete: 

1. x<0; dort nennen wir das Potential tjp^ , 

2. 0<»<Ä; „ „ „„ „ 9»,, 

3. A < « ; „ „ „ „ „ 9», . 
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Man findet 

9., --2jie(V«" + J!" + «) + 2 « e (V(» - «)' + ü" — » + ») 
9>,--2<t«(V»'+J?"-i) + 2 a • (y(i - «)■ + .P - * + «) 
- »;) + 2 » . (V(i - *)■ + i? + » - ») 



'if 



oder; 



».,-2«.|-» + VC» - »)> + JP -y," + R'\ 



f, - 2lie{2!«-» + V(»-i)" + Ä'-yi' + JJ'l 



(61) 



Wir vollen nun den Abstand h im YerliältnirB zum Badios A so 
Mein anDehmen, dafs wir A* rernachläsBigen dürfen; dann können 
-wir die erat« der Quadratwurzeln abgekürzt berechnen: 



ViÄ^r^MTp -V?irR^^^2*j -y?-nr" . |/ni^ = 



y»' + ü'- 



»'+«*/ 



y(» - »)■ + ä» -y»' + fi" ■ 



Az 



y»' + ü" 

Dies emgeeelzt io die vorstelieDdeD Ansdrücke giebt: 

^' \ y«' + B' ] 

t 2x X \ 

q),~2iith •{ —7 1 , ■- — \ 

^' l Ä y»» + Ä> J 

g).-2«eA {l '^ \ 



(6U) 



Setzen wir quo wieder 



i-A = 9 



das Moment der Doppelschidit unabhängig TOn der Dicke k, so 
k5nneD wir zor Grenze A = geben. Aufser in dem constant bleiben- 
den Momente [e-h] kommt die verschwindende Qr&fee A nar noch in 

dem Gliede —r- der geschweiften Elammer von <p^ vor. Da aber 

hier < « < A bleibt, bo schwankt das Glied nur zwischen den 
Zahlen und 2, bleibt also endlich, üeberhanpt bleibt das Potential 

H. r. HiuiBOLn, ÜMorat. Pbjrik. Bd. IT. B 
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endlich Tind stetig, Tenn es auch in dem engen ZwiBchenr&nm der 
Doppelschicht einen sehr steilen Anstieg besitzt Betrachtet man 
aber die Grenzwerthe von ip^ nnd 9>, dicht an den beiden Seiten 
der DoppelBchicht, also für verschwindend kleine Werthe von x, so 
findet man 

Das giebt den endlichen Sprang 

qs,-^i = 4«i0t, (62) 

welcher dieselbe Orfifse hat wie deijenige an der Torher betrach- 
teten Eogeldoppelschicht, diesmal unabhängig vom Badiua der 
Scheiben. 

Während aber bei der Eagel die elektrischen Wirkungen so- 
wohl im inneren wie im äuTaeren Baume sich rollatändig vemicbteteo, 
bleibt hier bei der Scheibe zu beiden Seiten ein eloktriaches Feld 
übrig, dessen Intensität man für die auf der x-Axe gelegenen Funkte 
leicht berechnen kann, indem man die Ausdrucke (61 a) nach » 
difierenzirt Man findet so: 

«' VC«' + BT 

Die Eraft Z^ wird für verschwindendes h negativ unendhch, im 
änfseren ßaome dagegen ist Z^ sowohl wie Z^ durch denselben posi- 
tiven Ansdmck gegeben. Scheidet man also den Zvrisdienranm 2) 
aus, so kann man sagen, der Differentialquotient von qo nach der 
Normale bleibt zu beiden Seiten der Doppelschicht stetig. Der 
Verlauf von ip als Function ron x wird am besten durch das Dia- 
gramm Figur 6 auf folgender Seite illustrirt. 

Das Uebrigbleiben von elektrischer Kraft im äusseren fiaum lälst 
sich anschanlich erklären durch die offenen B&nder, mit denen die 
scheibenförmige Doppelschicht abschlielst. Betrachtet man nämlich 
den Ausdruck der elektrischen Eraft einer ein&ich belegten Sdieibe 
[§ 14)b welchen man schreiben kann: 

z__42_.2,../±i. - ~ 



(63) 



a» 



V«' + B' 



§ 19 
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BO sieht man, daTs dieser sich nicht ändert, wenn m&n % und R im 
gleichen Maa&e Tei:gr&fBert oder Terkleinert : Eine Scheibe von dopppelt 
80 grobem Badios Qbt aas doppelter !Entfemang die gleiche Kraft 
ans. Verschiedene coaxiale Scheiben, welche auf einen Punkt der 
«-Äze alle die nämliche Wirkung ansahen sollen, müssen mit ihren 
Bändern auf ein ond demselben Kegelmantel Uegen, dessen Spitze 
der ausgewählt« Punkt iat. Zwei benachbarte Kreisschnitte des 
Kegels, mit eDtgegengeeetzt gleicher Fläcbendichtigkeit belegt^ werden 
also ihre Wirkung in der Kegelspitze gerade aufbeben. Dabei ist 
der der Spitze nähergelegene Querschnitt etwas kleiner, unsere 
beiden Kreis6ädieD sind aber gleich grofs. Würde man z. B. Ton 
einem Punkte der poBitiven x-Axe den Kegelmantel durch den Band 
der negatäv geladenen Fläche legen, so würde er Ton der positiT 
gdadenen Fläche einen Bing abschneiden, welcher aoTserhalb bleibt 
Die Ton dem Hantel ombttllte positire Ladung wird durch die ge- 




Fig. 6. 



Bammte n^iatire Ladung in der Spitze des Kegels unwirksam ge- 
macht. Dagegen bleibt die positive Ladung auf dem Bandring 
wirksam ond erzengt' die elektrische KrafL Bei verscbwindender 
Schichtdicke h wird allerdings der Bandring verschwindend schmal, 
dafbr aber die Flächendichtigkeit + e entsprechend grofB. 

Die soeben betrachtete gleicbmäTBige Belegung zweier EreiB- 
fläcben mit entgegengesetzt gleichen Ladungen ist nahezu verwirk- 
licht bei den Flatten-Condensatoren. 



§ 19. DoppelscWchten von beliebiger Art 

Der Begriff der elektrischen Doppelschichten, den wir an zwei 
leicht übersehbaren Beispielen kennen lernten, läfst sich verall- 
gemeinern einmal dadurch, daTs die Gestalt der Fläche unbeBÜmmt 
gelassen wird, und femer durch die Möglichkeit, dafe das Moment 
der Doppelscbicht von Stelle zu Stelle verilnderliche Werthe besitzt 

Alsdann ist es zwar nicht mehr möglich die Potentialfonctionen 
der Belegungen durch geechlossene Becbenansdrücke ezplioite anzn- 
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geben, aber d&s Gesetz Ober dflo Poteatialspnmg, velcIieB wir in den 
Sonder&Uen Gleichungen (60c) und (62) gefunden hatten, Ift&t Bicb 
auch hier nachweiaen. 

Die DappeUchicht bilden wir in der Vorstellung aof folgende 
Weise: 

Auf einer beliebig gestalteten Fläche im Baume, von der wir 
einstweilen nur verlangen wollen, data sie nii^ends anendlich starke 
ErUmmnng (d. h. Kanten oder Ecken) besitze, denken wir in allen 
Punkten nadi ein und derselben Seite hin Kormalen errichtet von 
der gemeinsamen Höbe h, welche wir von vomheFein als klein im 
VerbfiltniTs zum Radius der stärksten Torkommenden Flächen- 
krümmnng festsetzen wollen. Ben kleinen Bruch, welcher dieses 
LängenTcrhältniJs mifst, nennen wir a. Das Continnum der End- 
punkte dieser Normalen bildet dann eine der erst«n benachbarte, 
zweite Fläche, auf welcher, wie man leicht einsieht, die Normalen 
der ersten Fläche ebenfalls senkrecht stehen müssen. Die Beziehung 
der beiden NachbarMcben za einander ist durchaus wechselseitig; 
würden wir etwa einmal die zweite Flädie als die orsprUn^cb vor- 
geschriebene ansehen, so würde die EMchtnng tou rückwärts ge- 
richteten Normalen h auf ihr zu genau derjenigen Fläche fOhren, 
die wir hier als die erste bezeichnet haben. Beide Hächen sind 
Punkt für Pnnkt auf einander bezogen durch die gemeinsamen 
Normten. Aach den Flächenelementen da^, in welche man die 
Fläche 1 beliebig zertheileu kasm, correspondiren bestimmte Elemente 
ds, der Fläche 2 dadurch, dafs ihre Handlinien durch gemeinsame 
Normalen Terbnnden sind. Der Grölse nach sind die correspon- 
direnden ds^ nnd d»^ n^eza gleich; an Stellen, wo die Fläche 1 
nach der Seite der Normalen hin conrez ist, werden die dg^ ein 
wenig gröfser als die ds^, an concaven Stellen werden sie ein wenig 
kleiner; jedenfalls liegt das Gröfeenverhältnifs beider überall näher 
am Werthe 1 als die Zahl 1 ± 2 «. (Erreicht wird diese G^renze 
an der Stelle von kleinstem Krümmungsradius nur dann, wenn dort 
die Krümmung kugelfSrmig gestaltet ist) 

Diese beiden Flächen denken wir nun mit Elektricit&t belegt 
in der Weise, dafs anf jedem Paar correspondirender Flächen- 
elemente entgegengesetzte nnd absolut gleich grofse Mengen Ter- 
breitet sind. Die Anordnung der Flächendichtigkeit kann dabei auf 
einer der beiden Flächen willkürlich Toi^eschrieben sein. So wollen 
wir annehmen, auf der Fläche 1 sei Sj eine im Allgemeinen von Ort 
zu Ort stetig Teränderliche Dichtigkeit, welche freilich an gewissen 
Trennnngslinien oder am offenen Bande der Fläche (wenn ein solcher 
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Torhanden) auch Bprangweioe Aendeningen zeigen darf. Audi Yor- 
zeichenwechsel ron Stelle zu Stelle eoUen nicht aoBgeschloasen sein. 
Im Innern hinreichend enger Fl&chenelemente da^ wird man die Yer- 
theilnng als gleichförmig aneehen dürfen. 

Nach unserer Vorschrift ist dud hierdurch auch die Anordnung 
der Dichtigkeit e, auf der Fläche 2 bestimmt Die Werthe e^ 
ond 6j, welche an correspondirenden Punkten heriBchen, werden 
naheza einander entgegengesetzt gleich. An Stelleu, wo die d»^ 
etwas groüser als die ti s^ sind, wird | ^ | etwas kleiner als | — «i | 
ausfallen, jedenfaUs bleibt, wie man leicht durchachaut, das Yer- 
hältnifs Bf : e^ i^her an dem Werthe — 1 als die Zahl — 1 ±2a- 
Man kann dafOr auch schreiben 

I ^ + ^ I < 2««i oivx auch [ «^ + e, | < 2ae,. (64) 

Um nun den Verlauf des Potentials an dieser Doppelschicht 
zn erkennen, wählen wir zwei Beobachtungepunkte, welche mit zwei 
correspondirenden Punkten der beiden Flächen in der Lage zu- 
sammenfallen, von denen wir uns aber vorstellen wollen, dalä sie 
deutlich auf der Aufsenseite der Schicht liegen, wenngleich ihr Ab- 
stand von einander ebenfalls gleich h zn setzen ist. Wir haben es 
hier mit dem Potential q> zweier Fl&chenbelegungen zu thun, und 
wissen darüber schon aus den frfiberen Betrachtungen, dafs das 
Potential in einer belegten Fläche selbst endlich und stetig bleibt, 
sogar wenn die Dichtigkeit der Belegung dort in gewisser mäisiger 
Weise Dber alle Grenzen wächst, dal^ aber die Differentialquotienten 
nach der Normale beim Durchgang durch die Fläche springen pro- 
portional der Dichtigkeit Wir wollen dem entsprechend das Potential 
{p in unserem Falle zerl^en in einen Summanden <p^, welcher von 
der Belegung «, der Fläche 1 herrührt und einen Summanden ^, 
von der anderen Fläche her. Noch einen dritten Summanden, her- 
rührend von irgend welchen sonst im ßaume vorhandenen LEidungen, 
könnte man hinzufügen, doch bleibt dieser ohne jeden Einflufs auf 
die Betrachtung, und mag ebenso wie eine willkürliche additive 
Gonstante hier fortbleiben. "Es ist also: 

VVi + ff (®5) 

Die Werthe, welche in dem Beobachtungspunkt an der ersten 
Fläche gelten, seien mit ^, ^,, ^, bezeichnet, die Wertlie in dem 
zweiten Beobachtungspunkt seien p, ^j, ^,. Wegen der Stetigkeit 
der PotentialfonktioDen kann man in der Nähe dieser beiden Stellen 
Beihenentwickelangeo dafür setzen, und da wir die Länge h nachher 
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g^en Null abnehmea lassen wollen, solche, weldie nach dem linearen 
Oliede abbrechen. Um die beiden entgegengesetzten Normalnch- 
toDgen za nnterscheiden, wollen wir diEijenige, welche tod der 
Fläche 2 nach der Fläche 1 zeigt, mit n^, diqenige, welche von 1 
nach 2 zeigt^ mit n^ bezeichnen, unter k verstehen wir den abso- 
laten Betrag des Abstandes der beiden Fachen, also anch der beiden 
Beobachtnngspunkte. Dann ist 



_ _ = ÖflO, . 

y-y, + 9E, + -^.4, 

= — = dtp, 
9= - y, + y, + -j^ ■ h 



und scbliefslicb durch Subtraction: 



\dn, dn, ' 



h. (66 a] 



Für die SprQnge der Difierentialquotienten gelten die von froher 
her bekannten Ausdrücke [vergl. G-leichnng (58 a]]: 

4^ + 5^__4«e, an der Flache 1, 
'^^^L 4««, an der Flache 2. 

Jede dieser beiden Belationen kOnoen wir benutzen zur üm- 
fbrmong der rechten Seiten Ton {65a). Nehmen wir die zweite, so 
erhalten wir: 



Nehmen wir die erste Relation, so entsteht: 



(66.) 



(66 b) 
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Um die Identität der beiden rechten Seiten dieser Glrächnngen 
brsndien wir uns nur za bekUmmem f&r verBchwindendeB h, also 
SQch nur f&r den Werth des früher benutzten Bmches a. Dann ist 

fl, «,, (66c) 

und da die beiden Flächen 1 und 2 nonmehr zusammenfallen nnd 
mit durchans gleichen, aber entgegei^esetzten F^chenbelegungen ge- 
laden Bind, wird der Verlauf von ^^ and <p^ im 6reuz&ll bis aaf das 
entgegengesetzte Vorzeichen der gleiche. Verfolgt man also beide 
Fonctionen, jede Ton der Fläche ans, welcher sie entspringt^ in der 
Kichtnng n,, so mnls ihr GefMe gleich grofs, aber ron entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sein oder die Summe beider Gefälle mofs 
▼erBchwinden: 



(66 d) 



Bas Gleiche findet man, wenn man die Differentialqnotienten 
nach n, bildet: 

|K + S„0. (66e) 

In Folge dieser Gleichungen (66 c, d, e) gehen die beiden Aus- 
drflcke (66 a nnd b) über in 

^ — ^ = ine^h'-— int^'h. 

Lassen wir non das Prodnct ans Flächendicht^keit and Ab- 
stand beim Verschwinden des letzteren einen festen Grenzwerth SR 
annehmen, des wir das Moment der Doppelschicht an der betrach- 
teten Stelle nennen, setzen also 

lim (b, A) - lim (- e, &) - 3», 

80 wird 

f -^-4«aK. (67) 

Der Spmng des Potentials beim Durchgang durch die Doppel- 
schicht ist gleich deren Moment an der Dnrchgangsstelle, mnlüpli- 
cirt mit 4 k, nnd zwar springt das Potential hinauf, wenn zuerst 
die n^ative, dann die positive Belegung durchschritten wird, im 
entgegengesetzten Falle springt das Potential hinab. 

iäne Femwirkong kann tod einer solchen beliebigen Doppel- 
Bchicfat im Allgemeinen wohl ausgehen. Wir hatten unter den ein- 
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&chen BeiBpielen im vorigen Faragraplien einen Fall ohne Fem- 
wirktmg (Engel) und einen mit Fernvirkimg (Scheibe) gefunden. Für 
daa Potential eines Feldes, welches von einer Doppelschicht herrfihrt, 
läßt sich ein charakteristischer Integralausdruck aufstellen. Zunächst 
ist, wie bei allen Flächenbelegnngen: 



Dabei bedeuten r, und r, die Abstände eines Beobachtungspunktes' 
im Baume von den Flächenelementen beider Belegungen. Wir 
nehmen die dg^ und da^ als correspondirende Flächenelemente, dann 
ist nach Definition der Doppelschicht 

fl, d«j t= — e^da^ 
und wir können beide Integrale in eines zusammenfassen: 



y-//^d.,(i-i) 



Nun unterscheidet sich r, dadurch Ton r,, dafs es hingerichtet ist 
nach einem Flächenelement, welches tou ds^ aus in der Bichtung 
der Normale », um die Strecke A Yerechoben erscheint Benatzen 
wir sogleich den umstand, dafs h gegen die Grenze NuU streben 
soll, Bo können wir durch ein Differential den Zuwachs des reci- 
proken Radius bei dieser Verschiebung h ansdräcken. Es ist 

1 1 d M^.j 



"-//"'■■ 






Da bei verschwindendem h die correspondirenden Flächenelemente 
zusammenfallen, so können wir bei da^ und r, die Zahlenindices 
weglassen. Femer bezeichnen wir, wie vorher 

e.'A=aß 
tmd lassen auch bei n, den Index weg, behalten jedoch im Sinne, 
dafe n die Normale auf deijenigen Seite der Doppelschicht bedeutet, 
deren Belegung (e^) im Yorzeichen mit dem Moment übereinstimmt 
Dann ist 

^ / 1 "i 



^=/> 
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Dieser Aosdrack besitzt eine Bildimg, welche uns später nocb wieder- 
b^egnen wird, and für den wir dann sofort eine Deutung haben 
werden. 

Wenn die Fläche, auf welcher die Doppelachicht liegt, ge- 
schlossen ist, und wenn ferner das Moment überall die gleiche Oröfse 
besitzt, so ist 



'-«//' 



-m 



Von dieBOm Ausdruck läTat sich zeigen, dafs er f{ir alle PuolEte im 
änlseren Räume gleich Noll Ist^ und für alle Punkte im Hohlräume 
der Fläche einen constanten Werth besitzt => ± 4 n 3Jt. Daraus 
folgt, dafs geschlossene Doppelschichten von beliebiger G-estalt, aber 
gleichmäfsig starkem Moment keine Femwirkung ausüben. 

Während das Potential selbst an einer Doppelschicht springt, 
bleibt aber dessen Differentialquotient nach der Normalen daselbst 
stet^;, weil die beiden Sprünge Ton dtpjdn, welche den beiden ein- 
zelnen Belegungen entsprechen, entgegengesetzt gleich sind und sich 
defshalb aufheben. Dagegen mnfs Unatetigkeit tangentialer Diffe- 
Tentialquotienten zu beiden Seiten einer Doppelschicht von Qrtlich 
veiänderhchem Moment auftreten, weil die Gröfse des Potential« 
Sprunges mit dem Moment wechselt, ^so der Anstieg oder der Ab- 
fall des Potentials von Funkt za Punkt der Doppelschicht auf beiden 
Seiten von ungleicher G^röfse sein mals. 

§ 20. Zusammenfassung der Beziehungen zwischen 
Ladungen und Potentialen. 

Wir haben durch die bisherigen Betrachtungen die Kiliämittel 
gewonnen um aas einem im Baume gegebenen Verlaufe der Werthe 
des elektrischen Potentials <p diejenige Vertheilung der Ladungen 
zu erkennen, welche das definirte Feld erzeugen, und anch um- 
gekehrt aus gegebener statischer Vertheilung das zugehörige Potential 
zu berechnen. 

Es sei zunächst tp eine eindeutige, beliebig Torgeschnebene 
Function der Banmcoordinaten. Sie selbst, wie anch ihre ersten 
und zweiten Differentialguotienten sollen im Allgemeinen überall 
stetigen Verlauf besitzen, jedodi soll es zulässig sein, dals an ge- 
wissen gegebenen Flächen Sprünge des Verlaufes von <f>, an anderen 
solche der ersten, an noch anderen solche der zweiten Differential- 



4» 
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qaotieiiten von ip aoftreten, auch dflrfen ünatetigkeitafläclieii der 
TerBchiedenen Arteo zasammeafallea. 

Man braacht dann erstfioa aoB dem Torgescbriebenen Verlauf 
TOD <f> nur denjenigen von A<p abzuleiten, was an allen Stellen 
ao&er den Unstetigkeitsflächen za eindeutig bestimmten, endlicheii 
Werthen fOhr^ und man bat in dem Änsdrack 

^ Aif (69) 

die VertheÜimg der erforderlichen räumlichen Dichtigkeiten. Die 
ünstetigkeitsflilchen der zweiten DifferentialqnotJenten tod <p wmden 
anch solche toq c. 

Femer hat man die üostetigkeitsflächen der ersten Differential- 
qnotienten von tp darchznnebmen, and aus den gegebenen Daten 

die Sprünge von -^ abzuleiten. Diese ei^eben die Elektricität, 

welche man auf diesen Unstotigkeitatechen verbreitet anzunehmen 
hat, nach der Formel: 

,__J_{«i+«il. (69.) 

Endlich erfordern die TOTgeschriebecen TTnstetigkeiten Ton <p 
Doppelschichtea, deren Momente man ablesen kann nach der Formel: 

ä» - :^(9P, - 9»,)- (esb) 

Sollen sich alle Ladungen, auf welche man so schlie&en kann, 
in endlicher Entfernung befinden, und eine endliche Summe geben, so 
mulj man freiUch f&r den weiteren Yerlaof von tp noch die Vorschiifb 
hinzufEkgen, dals tp in sehr grober Entfernung R von irgend einem 

Funkt im Ladungsgebiet gegen Null abnimmt wie — -= — Die 

Constacte ist dann die algebraische Summe aller Ladungen, zu 
welcher die Doppelschichten nichts beitragen. 

Hat man die umgekehrt« Ao^be zu lösen, bei welcher in 
einem endlichen Baumgebiet räumliche Ladungen von der Tor- 
geschriebenen Dichtigkeit », Flächenbeleguugeu von der Dichtheit e, 
und Doppelschichten vom Moment 3)? gegeben sind, so findet man 
das Potential dieser Tertheilungeit in der Formel: 



-///^-//^V/-'- 



(70) 
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ITiiter r ist dabei der Äbetaiid des Ponktes, in welchem f bestimmt 
irird, von den LadangBelementen itfr und %ia, und tod den Moment- 
Slementen 9Rff« zu verstehen, nod die Bichtui^ dn, nach welcher 
im letzten der drei Integrale differenzirt wird, weist von der negativen 
nach der positiven Belegung hin. 

Dieser Ausdruck ^ tf giebt im ganzen Kaume endliche ein- 
deutige Werthe. Wenn wir freilich auch noch endlich geladene 
Punkte im Eaume annehmen würden, so würden wir zu dem Aus- 
druck in Gleichung (70) noch Glieder von der Form — zusetzen 

m&ssen, welche in den geladenen Centren unendlich werden. Solche 
Zusätze sind hier nicht nöthig, da punktförmige Ladungen in der 
Natur nicht anzunehmen sind, Bondem nur ein bequemes mathe- 
matisches Hil&mittel i&r viele Betrachtungen bilden. Ebenso wenig 
brauchen wir uns hier auf geladene Lönien einzulassen. 

Aus der Ebdstenz der Potentialfunction mit den Eigenschaften, 
dals sie Gberall endlich und eindeutig und im Allgemeinen auch 
stetig verl&uft und in unendlicher E^tfemui^ g^en Null abninunt 
wie der redproke Abstand, daraus fo^en einige wichtige Eligen- 
BcluJten des elektrischen Feldes, welche dessen Vertheilung sehr 
anschaulich machen. 

Wir hatten bereits früher in § 7, als wir das Feld punktfSrmig 
gedachter Ladungen betrachtet^i, auf die Bedeutung der Aegoi- 
potentialflächen hingewiesen. Dieselben Betrachtungen kSnnen wir 
nun hier, und zwar ohne daß Ansnahmepunkte auszusparen wiLren, 
anwenden tmd wollen sie des Zusammenhangs w^eo hier nodi einmal 
von An&ng an darstellen. Da tf Function der Banmcoordinaten, 
z. B. der Cabtbbi sehen, ist, bedeutet 

9> (a^ y, x) = Gonstans 

nach der Lehre der analytischen G^eometrie eine Fläche im Baume. 
Je nach der Wahl des Wertbea der Gonstanten erhält man andere 
und andere Flächen, diese alle bilden eine continuirliche Schaar. 
Uau kann auch eine diskrete Schaar von Flächen herausheben, 
wenn man der Constanten eine diskrete Reihe von EUnzetwerthen, 
vortheilbaftester Weise eine arithmetische Beihe von Werthen vor- 
schreibt Je kleiner der Sdinitt zwischen den Nachbarwerthen ge- 
wählt wird, um so enger rü<^en die F^heo zusammen, um so 
zahlreicher durchsetzen sie den Baum. 

In der reinen Q-eometrie betrachtet man Flächenschaaren mannig- 
&cher Art, welche dadurch geordnet sind, daTs sie sich aus einer 
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gememaamen Gleichung durch Vamtioii einra Parameters ergeben, 
EÜ80 ähnlich irie hier. D&mQter sind hänfig Schaaren toh Flächen, 
velche sich mit ihren Nachbarn dorchschneideo, so da& eine ge- 
meinsame umhüllende Fläche entsteht. Diese S^cheinung kann 
nun bei unseren Aequipotentialdächen niemals eintreten, weil in den 
Schnittcorrea zweier Flächen dann die beiden Terschiedenen Werthe 
der Gonstanten gelten mulsten, was der Eindeutigkeit des Potential- 
werthes widerspricht Ans demselben Gnmde können sich auch zwei 
Potentialö&chen nicht beiühren. (Wegen Doppelschichten siehe S. 81). 
Eine Aeqnipotentialfläche kann auch nirgends mit offenem Bande 
abbrechen. (Wegen Doppelschicbten siehe gleichfedlB S. 81). Eine 
solche Fläche kann sich in nnendlicbe Entfernung erstrecken, ohne 
dab jemals ihre Grenze erreicht wird. Da wir aber alle Ladtmgen 
im Endhchen liegend rorauBsetzen, mithin tiberall in unendlicher 
Entfernung ip = ist, so kann die ins unendliche reichende Aeqni- 
potentialö&che nur diejenige einzige sein, für welche die Constante 
den Werth Null besitzt Alle übrigen mtLssen im endlichen Baume 
bleiben und doch in dem Sinne grenzenlos sein, da& sie keinen Band 
besitzen, sie müssen also geschlossene Flächen sein. Dagegen ist 
es nicht nöthig, daTs sie ans einem einzigen zuBanunenhäDgenden Stück 
bestehen, sie können yielmehr aus zwei oder mehreren getrennten 
in sich geschlosBenen Theilen bestehen bei dem gleichem Werth der 
Gonstanten. Da sich nun die zu Terschiedenen Gonstanten gehörigen 
Flächen nicht durchschneiden dürfen, somufs die eine die andere ganz 
omschhelsen oder von ihr ganz umschlossen werden, oder aber sie 
können sich auch ganz ausschlie&en, sind dann aber nicht benachbart 
Da nun die F^henschaar bei hinreichend kleinem Schritt der 
arithmetischen Gonstantenreihe eine sehr enggedrängte wird, bei 
der die Nachbarflächen dicht nebeneinander herlaufen, so wird der 
ganze Baum in dünne Schiebten, Schalen oder Lamellen zerschnitten, 
deren Dicke zwar Ton Ort zn Ort vet^derlich ist, aber nirgends 
verschwinden kann. Diese Lamellen, in die der Banm zerfällt, sind 
nun für die Anschauung des elektrischen Feldes sehr nützlich. 

Erstens kann man in jedem Baumpunkt den Werth des Poten- 
tials gewissermaalsen ablesen, indem man abzählt, in welcher Lamelle 
er liegt Der Werth liegt dann zwischen den Gonstanten der beiden 
begrenzenden N&chbarflächen, und wenn der Schritt der Gonstanten- 
reihe hinreichend klein ist, kann man ihn durch eine lineare Inter- 
polation finden. Daraus folgt direct, dals man auch die Arbeit ab- 
lesenkann, welche bei einer bestimmten Fortführung eines elektrischen 
Theilchens geleistet wird, indem man abzählt^ wieviel Lamellen der 
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Weg durchsetzt Die in Bichtmig steigendeD Fotentiala darchBetzten 
LamelleD sind dabei positiv, die in BichtTiDg sinkeDden Potentials 
dorcliBetzteD aber negativ zn zählen. Ist die so gefundene Zahl N 
nnd nennen vir den festen Schritt der Constantenreihe S, so ist N-S 
der XJeberBchnrs des Potentials im Endpunkt über dessen Werth im 
Ansgangspunkt, nnd diese Differenz giebt multiphcirt mit der be- 
wegten Ladong die geleistete Arbeit. YergL Gleichang (ISa) auf 
S.28. 

Zweitens kann man Bichtting und Intensität der elektrischeo 
Kraft au jeder Stelle des Feldes omnittelbar erkennen. Nämlich 
das Gefälle der Fotentialfunction ist selbstTerständlicher Weise in 
allen taDgentialen Aichtungen zn den NiveauflächeD gleich Null und 
hat normal auf ihnen den grö&ten Wert; in der Bicbtung des 
steilsten Abfalls tob (p liegt aber der Pfeil der elektrischen Krait. 
Denkt man also Xjinien im Räume, welche die Niveanflächea überall 
senkrecht dnrchsetzen, so folgen diese der Biohtung der elektrischen 
ErafL Sie heiXsen nach Fababats Bezeichnong Kraftlinien. Man 
kann sie im Allgemeinen eindeutig and stetig verfolgen. Aber nicht 
nur über die Bichtui^ der Kraft, sondern auch Qber deren Gröfae 
gewinnt man AufschlnTs. Man kann nämlich bei hinreichend dichter 
Niveanflächenschaar die Stücke der im Allgemeinen stetig gekrümmten 
KraftUniencnrren, Boweit sie zwischen zwei Nachbarfiächen liegen, 
als geradlinige Längenelemente ansehen, welche auf beiden Flächen 
senkrecht stehen und die Dicke h der Lamelle an der betreffen- 
den Stelle messen. Ist das Gefälle in der Normalrichtung mit 

■^- = (E bezeictmet, so hat man für den Uebergang aus einer 

FUU^e in die Nachbarfläche die Qleichnng 

* = -4^-A'-®-Ä. (71) 

Da nun 3 zufolge der Anlage der Nireaufiächen im ganzen Räume 
constant denselben Werth besitzt, so ist auch das Prodnct E'k 
constant, "litTiin die Stärke der elektrischen Kraft allenthalben om- 
gekehrt proportional der Schichtdicke der Lamellen, ja man kann 
den Betrag im absoluten Maabe ablesen, wenn S in solchem MaaTse 
bekannt ist nnd h in Gentimetem gemessen wird. 

Ueber den Verlauf der Krfüllinien kann man im Allgemeinen 
aussagen, dafs sie, von einem Ausgangspunkt an verfolgt, nicht 
wieder zu diesem zurückfahren können, auch nicht zu einem Funkt, 
der mit dem Ansgangsponkt auf gleicher Niveanfiäche liegt Denn 
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-wenn man immer in Bichtnng des Gefälles von ff fortschreitet, kann 
man nicht zn dem Anfangswerth zurückkehren, also bei eiodeatigem 
Potential auch nicht zum Aasgangspunkt. Die Doppelschichten, an 
deren beiden Seiten ja Potential werthe von endliche Differenz 
herrschen, lassen allerdings geschlossene Erafüinien möglich er- 
scheinen, nämlich solche, welche auf der einen Belegnng beginnen 
und mit ümgehong eines offenen Bandes der Doppelschiclit auf dem 
correspondirenden Punkt der anderen Belegung endigen. Dann &Ut 
bei verschwindender Dicke der Doppelschicht allerdings Än&ngs- 
und Endpunkt der Kraftlinie zusammen, diese erscheint geschlossen. 
So lange wir indessen die DoppelscMcht als ein reales elektro- 
statischea Gebilde betrachten, bleibt doch immer der, wenn auch 
verschwindend dünne Baum zwischen den beiden unendlich stari^en 
Belegungen Qbrig, in welchem auch ein unendlich starkes Feld von 
entgegengesetzter Bichtnng herrschL Man kann in gewissem Sinne 
sagen, eine DoppelscMcht verhält sich wie eine Trennungsfläche, 
welche den Kraftlinien den Durchgang versperrt. 

Im Gebiete der elektrischen und magnetischen Wechselwirkungen 
kommen aber tbatsächUch in sich zurUcklanfende Kraftlinien vor, 
welche man ohne Unterbrechong beliebig oft in Bichtnng fallenden 
odra* steigenden Potentials durchlaufen kann. In solchen Feldern 
ist aber das Potential nicht eindeutig, sondern besitzt eine unend- 
liche Reihe von Werthen, und zwar sinkt oder steigt bei jeder vollen 
UmkreiBung, also BQckkehr zum selben Punkte, der Potentialwerth 
um den gleichen Betrag, den wir die Periode nennen wollen. Femer 
ist dabei wichtig, dafä solche Potentialfelder mit geschlossenen 
Kraftlinien niemals im ganzen Baume existiren, sondern immer nur 
in mindestens zweifach zusammenhängenden Baon^bieten, während 
in den ausgeschlossenen, ebenfalls mehr&ch zusammenhängenden 
Gbbieten die Feldintensität überhaupt nicht als Gefälle einer 
Potentialfunction dargestellt werden kann. 

Könnte man z. B. in einem Eisenring die pollose magnetische 
Indnction während eines endlichen Zd.tinterTalls ganz gleichmäfsig 
zunehmen oder abnehmen lassen (allerdings praktisch kaum realisir- 
bar), so würde in dem vom Eisenring ausgesparten zweifach za- 
sanunenhängenden Baume während dessen ein zeitlich constantes 
elektrisches Feld herrschen, dessen Potential die hier charakterisirte 
Eigenschaft besitzt Jede elektrische Kraftlinie ist als geschlossene 
Curve mit dem Eisenring verschlungen wie zwei zusammenhängende 
Kettenglieder. (Sobald das Wachsthum der magnetischen Induction 
ongleichmäfsig ist, wird dieses Beispiel binf&Uig, weil dann die 
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elektrisclie Feldstärke schwankt and anf zeitlich variable Toi^Lnge 
der Foteotialb^riff keine Änwecdimg findet) Die entsprechende 
EiBcheinang eines magnetiBohen Feldes [fOr welches ganz analoge 
B^riffe gelten) mit vieldeutigen Potentialwerthea kann man sehr 
leicht experimentell verwirklichen in dem Banme am einen von 
conatantem galvanischem Strome dorchflosBenen Eingleiter. 

Man kann man einen zweiüach zasammenhfijigQnden Baum durch 
eine Schnittfläche in einen einfach zusammenhängenden verwandeln, 
wobei dann beide Seiton der Schnittfläche mit zur Begrenzung zn 
rechnen sind. Wir denken also in den Eieenring resp. in den ring- 
förmigen Stromleiter wie in einen Eahmen ii^end eine Fläche ge- 
spannt, durch welche der Durchtritt verhindert sein soll. Alsdann 
ist auch ein wiedu'holtes Darddaafen der ringfönnigen Kraftlinien 
unmöglich; man kaun höchstens auf der einen Seite der Trennungs- 
fläche beginnen und einer Kraftlinie anf einer einmaligeD Umkreisung 
folgen bis man anf dem coirespondirenden Punkt der anderen Seite 
angelangt ist Dann ist man wieder am selben Ort im Baum, man 
kann aber nicht weiter. Das elektrische reap. magnetische Potential 
ist dabei gesunken oder gesti^en gerade um den Betrag einer 
Periode. Wir stehen also vor dem ErgebniTs, d&Ts das Potential an 
beiden Seiten der Treanungsflächfl verschiedene Werthe hat, dort 
unstetig ist; aber die Yieldeatigkeit ist jetzt ausgeschlossen. Dieses 
Feld kannte durch elektrostatische resp. maguetostetische Be- 
legung der Trennungsfiäche mit einer Doppelschicht erzeugt werden, 
deren überall gleich starkes Mommt ans der Bedingung: 4»äß = 
Periode folgt Freilich dflrften statische Belegungen der Ringober- 
flächen« wenn diese breit genug sind, auch noch nötig sein zur ge- 
treuen Wiedergabe des Feldes, f&r sehr danne Ringe indessen genügt 
die Doppelschicht, und man sieht hieraus, dafs deren Fiktion mit- 
unter von Nutzen sein kann, um ein elektromagnetisches Problem auf 
ein statisches zurück zu führen. 

Der Fotentialwerth war in diesen Fällen wenigstens bis auf ein 
onbestimmtea Viel&ches der Periode bekannt Ghunz unbestimmt 
wird er, wenn man zwei solche Ringe im Räume ' annimmt und die 
beiden Perioden, welche der Durchschlingung jedes einzelnen ent- 
sprechen, incommensurabel sein lä&t Dann kann man durch ge- 
Dtlgend häufige Umschlingung beider Singe in geeigneten Um- 
drehungssinnen freilich das Potential in einem Punkt jedem ge- 
wOnschtoD Zahlenwerth beliebig nahe bringen. 

Aber das Feld — die Richtni^ und Intensität — also das 
G}«&Ue von qo bleibt trotzdem eindeutig. 
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-Nach diesem vorläufigen Aasblick auf ein Gebiet, welches wir 
erst später behondels werden, kehren wir zurück zd den elektro- 
statischen Feldern mit eindeutigem Potential, nm noch einige typische 
Erecheinongen des Verlaufs der Niveauflächen und der Eraftlinien 
zu betrachten an Stellen des Kaonies, wo ein&che Flächenbelegungen 
und wo Doppelsohichten liegen. 

Laafen EJraftlinien unter Hchrägem Winkel durch eine mit Elek- 
tricität belegte Fläche, so werden sie dabei gebrochen. Zerlegt man 
nämlich die elektrische Eraft zu beiden Seiten in eine Componente 
normal zur Fläche nnd eine tangentiale, so hat erstere beiderseits 
verschiedene Werthe, weil dtpjdn unstetig ist, während die zweite 
beiderseits gleichen Werth bat, die Resultanten mtkssen dabei dies- 
seits und jenseits verschiedene Achtung haben, aber beide Sich- 
tungen mOssen mit der Normalen in einer Fbene (Ein&llsebene) liegen. 
Nur in dem Falle, dafs die Kraftlinien selbst in Richtung der 
Normalen auf der Fläche stehen, bleiben sie ungebrochen. Da non 
femer die Aequipotentialäächen beiderseits senkrecht za den KraA^ 
linien verlaufen, müssen solche, wo sie eine Flächenbelegung durch- 
setzen, längs der Schnittcurve geknickt erscheinen, ohne daTs in- 
dessen ihr Zusammenhang zerrissen wird. Die Dicke h der Lamellen 
vom festen Potentialschritt 3 ist za beiden Seiten der Belegung ver- 
schieden. Nur in dem Falle, dafs die belegte Fläche selbst zn den 
Aeguipotentialäächm gehört, tritt kein solcher Enick auf, weil eben 
keine der anderen Flächen sie durchsetzt; aber die Unstetigkeit von 
h besteht auch dann. Die Dicke der Lamellen, die sonst im Räume 
bei den Nachbarn nahezu die gleiche ist, wird plötzlich vei^dert, 
wenn eine der Trennungsflächen geladen ist 

Anders ist die Störung des Verlaufe, wo die Niveaoflächen eine 
Doppelschicht durchsetzen: Die Doppelschicht zwingt die Niveau- 
flächen, welche auf sie stofsen, ein endliches Stück ihres Verlaufes 
in ihr selbst zurückzulegen, bis sie sie dann an einer anderen 
Stelle in den jenseitigen Raum entläfst So kommt es, dafs in der 
Doppelschicht eine Reihe auf einander folgender Lamellen räomlich 
zusammengeprefst zu verschwindender Dicke zu denken isi Die An- 
zahl dieser verdichteten Lamellen ist so grofs, dafs der vom Moment 
abhängige Potentialsprung in den correspondirenden Punkten beider 
Seiten der Schicht zu Stande koouni Läfst man jedoch den inneren 
Baum zwischen der Doppelschicht aus der Betrachtung weg, so 
bricht jede Aequipotentialfläche in einer offenen Bandcurve an der 
einen Seite der Schiebt ab, und beginnt auf einer t^umlich getrennten 
Randcurve an der anderen Seite ihre Fortsetzung. Das Büd, welches 
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die Lamellen zeigen, kann man anschanHclL darch den in der 
(Ideologie bei der Lehre von deo geschichteten Qesteinsla^em ge- 
bHLucblicben Kamen „Verwerfung" bezeichnen. Bei DoppeUcbichten 
Ton conatantem Moment ist diese Verwerfung Überall die gleiche 
nnd die Keigmig der Aeqaipotentialflächen auf beiden Seiten wird 
nicht geändert Die Eraftlinien, welche die Flächenscbaar senkrecbt 
durchsetzen, haben dann zn beiden Seiten gleiche Bjchtnng, aneh 
die Lamellendicke h wird nicht verändert; die elektrische Eraft 
bleibt dann stetig. Im Falle, dafs die Doppelscbicht selbst zu den 
Niveauflächen gehört, fällt die Verwerfung fort, dagegen scheinen 
alle diejenigen Lamellen rerschwunden, deren Potentialwerth zwischen 
den Orenzwertlien des Sprunges Ton q> liegen und es berühren sich 
in der doppelt belegten Fläche zwei Aeqaipotentialöächen mit endlich 
Terschiedenem Werthe der Constanten. Diese Umstände führen dann 
also, wenn man das Innere der Doppelscbicht vernachlässigt, zu ge- 
wissen Beschränkungen der oben (S. 76] aasgesprochenen Sätze. 

Die am Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Formeln (69) 
nnd (69 a] kann man ohne Benützung des FotentialbegrifTs auf die 
Formen: 

i^ + JI + ^„4«« (69c) 

öx dy dx ^ ' 

e^+'£^=4«9 (69d) 

bringen, wobei (£,, und S«, die Componenten der elektrischen Feld- 
stärke in Sichtungen der beiden Normalen n^ und n, bezeichnen. 
Diese Gleichungen sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dafs ftir 
die Feldflt&rke eine Potentialfunction ezistirt Sie gelten aber all- 
gemeiner auch f^ zeitlich variable Felder, in denen dies nicht mehr 
der Fall ist Denn es superponireo sich dann, wie später gezeigt 
werden wird, zu den von den Ladungen < nnd s herrührenden 
Eraftcomponenten X^\ 7'^\ Z^, nur solche andere CompOBenten 
X'^, 79\ ZW, für welche immer 

özp) örp» dz<^ 

erfüllt ist, so daTs auch dann 
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Dieser fllr die weiter« E^twickelnng der Fotentialtheorie wicli- 
tige analytische Satz giebt eine Art partieller lotegration an, dnrch 
welche von einem gewissen Batimintegral ein Oberflächenintegral ab- 
gespalten wird, während ein Kestintegral über den Banm zorflck- 
bleibt E^ giebt analoge Operationen anch au Integralen in einer 
Ebene, aus denen dann ein Bandintegral abgespalten wird, und auch 
die gewöhnliche partielle Integration an einfachen Integralen, welche 
die Grenzwerthe aus dem Integrandns abspaltet, gehört hierher. Wir 
betrachten aber sogleich das räumliche Problem. Ea sei zunächst 
vorgelegt das Baumintegral: 



'^■-ffl'-^""" 



(72) 



Dieses soll erstredd, werden Qber ein durch eine geschlossene Fläche 
begrenztes Raumgebiet. L und V seien zwei Torgeschriebene Func- 
tionen der Coordinaten x, y, %, und sollen so beschafiFen sein, daTs 
0, einen endlichen, eindeutigen Wertb besitzt Also L und d Vjdx 
mtlssen eindeutig sein, dagegen könnte V selbst noch vieldeutig sein, 
wie dies z. B. bei den im vorigen Paragraphen erwähnten Potential- 
fdnctionen in mehrfach zusammenhängenden Räumen vorkommt. 
Stetig braucht weder L noch dVjdx zu sein, beide können viel- 
mdir an bestimmten Flächen im Integrationsranme 8prii^;en. Auch 
in gewissem Grade unendlich können beide Factoren an einzelnen 
Stellen werden, ohne dal^ der Werth (Z*, dadurch seine Bestimmtheit 
und Endlichkeit verliert. 

Nun machen wir den ersten Schritt zur IVansformation: Wir 
sehen L-dVjdx als Theil eiaes Tollständigen DifferentJalquotienten 
nach X an, welch' letzteren wir durch HinzufÜgni^ von V-dLjdx 
erhalten. Wir bilden also: 

*• ^H!''^'"" ^'-///-Ä-l^ n^^äyä.. (72.) 

Damit diese Gleichung einen bestimmten ^n habe, mOssen wir 
mehr Bedingungen stellen, als vorher f&r 0, nötig waren. "Ea muTa 
nämhch jetzt V selbst eindeutig sein and öLjdx muTs die lute- 
grabilit&tebedingungen erfoUen. Solche Fälle also, in denen zwar L 
in anachädlicber Weise nnendlich wird, während dLjdx dies in 
heftiger, schädlicher Weise thut, sind jetzt nicht mehr zulässig. 
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Bieeer erste Sclmtt ist nur die Vorbereitong fOr den zweites: die 
partielle Integr&tion des rechts stehendeo Int^rals, irelcheB wir 
schreiben kdnnen 

dx 



Ffir jedfla Flächenelemeot dydx ist 



f" 



~LV. 



Der Sinn dieser Formel ist folgender: Auf dem Flächenelement 
iydx steht senkrecht eine gerade Linie parallel der x-Aze. Geht 
man auf dieser G^eraden in Richtung der positir wachsenden Abscissen 
Torwarts, so betritt man an einer bestimmten Stelle das Int^rations- 
gebiet, dort an der Orenze hat das Produkt L V einen bestimmten 
Werth, den wir mit LV bezeichnen. Geht man weiter, so kommt 
man endlich zu der Stelle, wo das Integrationsgebiet wieder yer- 
lassen wird; der dort herrschende Werth sei mit L T bezeichnet 
Die Differenz beider Werthe ist oben mit LT bezeichnet: 

Tv-LV = TV 

und hat &a jedes Flächenelement dydz ihren besonderen Betrag, 
der TOD der Fflhmng der Baomgrenze und dem räumlichen Verlauf 
von LT abhängt Die Oberfläche des Baumes kann auch so ge- 
staltet sein, daJb die zu x parallele gerade Linie das Integrations- 
gebiet in mehreren getrennten Strecken durchsetzt so dafe mehrere 
Eintritts- und AustrittsBtellen auf einander folgen. In solchen Fällen 
bedeutet L V nicht die ein&che Differenz, welche in letzter Gleichung 
steht, sondern eine algebraische Summe, in welcher die Werthe von 
L F an allen Eintrittsstellen negativ, an allen Austrittsstellen posiÜT 
einzusetzen sind. Ein wesentlicher unterschied wird durch diese 
Oomplication indessen nicht in den Sinn der Betrachtimg gebracht. 
Der zweite Schritt ftthrt also zu der Gleichung 

0, + fffv^dxdydx.^fJdydzZr. (72b) 

Die Beschränkungen, die für die Functionen L, V und deren 
DifEarentialqaotienten zn machen sind, haben sich aber wiederum 
Tennetirt, denn die partielle Integration liefert in der hier explicite 
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hingestellteD Form nur dann einen richtigen Wertb, d. b. denselben, 
welchen die linke Seite besitzt, vean LV im ganzen Integraüona- 
gebiet stet^ verlänft. Wenn dagegen dieses Produkt im Bereicbe 
der Torkommenden Werthe Ton x irgendwo discontinoirlich wird, bo 
würde in dem Ansdnick L 7 dieser Sprung enthalten sein, während 

-fT—fZiF) fehlt Die Uatbematiker haben eich mit solchen 

Problemen, in denen Integrale aber springende Functionen partiell 
integrirt werden, Tiel&ch beschäftigt, in der Fhjsik kommt man aber 
meist Tortheilhaft mit dem Umwege aus, daJs die Sprünge als sehr 
steile, aber doch stetige Veränderungen angesehen werden. Thnt 
man dies, so fehlt der EUnflnfs des Sprunges auch in dem Ausdrock 

/ dx ^ — (L F) nicht, denn dieser wird dann an der Sprungstelle des 

Differentialqnoüenten so grofs, daTs ein einzelnes Differential der 
Summe einen endlichen Werth annimmt und zwar gerade denjenigen, 
welcher sonst die G-leichang stören würde. Kann man mit diesem 
Princip der continnirlichen Uebergänge nicht gut aaskommen, so 
mnfs man beide Seiten der ünstetigkeitsflächen mit onter die Baum- 
grenzen des Integrals au&ehmen. 

Der dritte Schritt ist die Yerwandlimg des Doppelintegrale in 
ein Oberflächeniutegral über die Begrenzung des Integrationsranmee. 
Der Integrand L V setzt sich bereits aus allen Oberflächenwerthen 
zusammen und zwar für jedes einzelne dydx, aus denjenigen, welche 
beim Fortechreiten in der a)-Itichtung von dort aus getroffen werden. 
Geeignete Oberflächenelemente an denselben Stellen findet man nnn, 
wenn man auf jedem der kleinen Rechtecke dydx als Basis eine 
gerade S&nle errichtet denkt Diese dringt, in wachsender x-Bich- 
tuDg verfolgt, einmal in den IntegratioDsranm ein, wobei sie ein 
F^henelement da aus dessen Umgrenzung herausschneidet Weiter- 
hin tritt sie wieder heraus unter KerausHchneiduag eines zweiten 
Flächenelementes ds. Bei complicirterer Gtestalt des Integrations- 
bereiches kann dann ein nochmaliger Eintritt und Austritt folgen 
u, s. w., jedesmal anter Zeichnung zweier Oberflächenelemente. Alle 
diese ds sind im Allgemeinen schräge Schnitte der dünnen recht- 
eckigen Säule, also Ton parallelogr&mmatischer Gestalt Ihre Grölse 
hängt Ton der Neigung der Normalen » gegen die x-Bichtung ah, 
denn es ist 

C08(«,a!) 
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oder umgekehrt 

dpdz — dacOB{nx). 

Nun wollen wir rorschreibea, dals die Normalen abendl ins Innere 
des Int^ratioiisraames gerichtet sein sollen, dann vird der Winkel 
(nz) an den Eintrittestellen der Säule spitz, an den Aostrittsstellen 
stampfj Bein Goeinas also im ersten Falle positiv, im zireiteu negativ. 
Dnter dydz sowohl wie anter ds verstehen wir aber absolnte Be- 
trage, debhalb mUesen wir in vorstehender Formel, soweit sie sich 
aof Elemente dt an Änstrittsstellen bezieht, den n^ativen Cosinus 
durch ein vorgesetztes Minuszeichen positiv machen. Es gilt 
demnach: 

dydx K (f«co8(o2) ~ — (Jacoa^a;) 

und ein einzelnes Qtied des Doppelint^frales ans (72b) kann 
folgendermaaTsen omgeformt werden: 

dydxLV ^ dydx^/F — LT) = — JäTv cos nx — dt LTcosox. 

In dem complicirteren Falle, dafb die Säule das Q^biet mehrmals 
durcbsetzl^ erhält man auf der rechten Seite vier, sechs n. s. w. solche 
Glieder, wie hier zwei angegeben dnd; die weitere Betracbtong wird 
dadurch nicht gestört Das Wichtige and Wesentliche besteht darin, 
daCs der unterschied zwischen Eintritts- and Austrittsstellen ver- 
schwunden ist: Alle Q-lieder haben dasselbe ezpücite Minoszeichen. 
Da nun durch die G^esammtheit aller der gedachten Säulen auch 
die gesammte Oberfläche nnseres Baamgebietes parzellirt wird, 
so folgt: 

fCdydxTT^ — CfdsLVcoanx. 

Die Bezeichnang /Tii« ... soll Int^ation Ober die geschlossene 
Oberfläche des G-ebietes bedeaten. Da man nun weiTs, dafs der 
Werth eines solchen Integrals von der Form des Netzes der ds, 
welches zur Aoistellung oder Berechnung gedient hat, unabhängig 
ist, so braucht man sich nun unter den da nicht mehr die Sporen 
jener Säulenschnitte zu denken, sondern kann ein beliebiges anderes 
Netz auf der Oberfiäche annehmen. Bei diesem dritten Schritt sind 
keine neuen Bescba^nkungen der Qültigkeit hinzogekommeu. Das 
bisherige Resultat lautet nun: 

*, + // /F-^daiisd»-- j jdgLVcoBnx. (72c) 
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Nim seien noch zwei ganz an&log gebaate Integrale Qber den- 
flelben Batun zu erstrecken, oftmlicli: 

0,- / M Jf-g— daidyd« und 4>,= jjJN-^iixdydx. (73) 

Bedingungen dafOr sind Eindentigkeit der beiden neuen Func- 
tionen Jf uud N und der Differentialquotieiiten von. V. Stetigkeit 
nicht erforderlich, beschränktes Wachsthum ins Unendliche zulässig, 
ganz wie oben für 0^ Nun führen wir dieselben drei Schritte der 
Transformation ans. Beim ersten Schritt mufs gefordert werden, dafs 
dMjdy und dNjdx nicht in schädlicher Weise unendhch werden, 
and dals F selbst eindeutig ist. Beim zweiten Schritt treten die 
Bedingungen hinzu, dafs MV und JVT im ganzen Baumgebiet stetig 
Terlaufen müssen, widrigrafalls die Sprungfläcben und zwar beide 
Seiten derselben mit unter die Begrenzung des Baumes zu rechnen 
sind, oder man sich helfen mufs mit dem Princip der continuirlichen 
üebei^änge. 

Sind alle diese Bedingungen erfüllt, so kann man zwei Formeln 
analog (72 c) au&tellen, und dann alle drei addiren. Die Integrale 
kann man dabei, da sie sich über dieselben Gebiete erstrecken, in 
je eines zusammenfassen. An SteUe der Abkürzungen <f>^, , 0^ 
setzen wir die Torgeschriebenea Integrale. Dann erhält man: 

=»— rrri»r(LcoB(»a!) + Jfcoe(»y) + JV cos («»)). 

Diese Q-leichung enthält bereits den G-BSBK'achen Satz in sich, 
ist aber allgemeiner. Die drei vorgeschriebenen Baumfnnctionen L, 
M, N kann man deuten als die Componenten in Bichtung der Azen 
X, y, X Ton einer in jedem Punkte des Baumes g^ebenen gerichteten 
OrSfse, und diesen Sinn haben sie wohl auch phTsikalisch in allen 
F^en, wo diese G^leichung ron Nutzen ist; die Function V dagegen 
denken wir uns hier als eine ungerichtete OrÖfse, deren Differential- 
quotienteu im ersten Baumintegral die negatiTen Componenten einer 
zweiten gerichteten Grölse angeben, und zwar einer aolchen, welche 
die Besonderheit hat, sich als G«fälle einer ungerichteten Qtfifse 



(74) 
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darstellen za laasen. Die Oleichnng (74], welclie docli auf ein b&- 
Btimmt orientirtes Axensir^'^i^ bezogen erscheint, entlüLlt dann lauter 
AnBdrficke von absoluter Bedentnng. Die geschweifte El&mmer des 
ersten Integrals giebt nach Hebkahn GaABSHANM'a Bezeichnung das 
innere Product der beiden Yectoren and zwar mit negaÜTem Vor- 
zeicben, da wir als Componenten des zweiten Vectors die negativen 
Differentialquotienten Ton V einföhrea. Dieses innere Prodnct ist 
eine angerichtete OrOfae, deren Werth nicht von der Orientirung 
des Azensjstems abh&ngt. Sein Werth ist gleich dem Prodnct der 
beiden Yectorl&ngen nnd dem Cosinas des von ihnen gebildeten 
Winkels. Im zweiten Integral bedeutet die eckige Klammer die 
sogenannte Divei^enz des ersten Vectors, eine ebenfalls angerichtete 
Gröfse. Die ronde Klammer im Oberflächenintegral endlich bedeutet 
die in Bichtnng der inneren Normale ÜEUIende Componente des ersten 
Vectors, ist also ebenfalls unabhängig vom gewiblten Azensystem. 
Um nan auf den G-BBSit's^^en Satz za kommen, nehmen wir 
fOr den ersten Vector eben&lls einen solchen, welcher als G-e- 
Mle einer angerichteten Baomfanction U dai^estellt werden kann, 
setzen also: 

L—^. M—^, if— ^. (74.) 

Die ^ L,M,N zom Bestände der GMeichong (74) nöthigen Be- 
dingungen mflssen wir nun verwenden, am die Bedingangen fßr die 
nea eingefohrte Function ü zu finden. Die zweiten Differential- 

gnotienten von U, das sind die -^ — etc., mflssen integrabel sein, 

dflrfen also nicht in schädlicher Weise unendlich werden, wie das 
z. B. eintritt, wenn U das Potential einer punktfSrmigen Ladung ist. 
Die ersten Differentialqnotienten von U, das sind die L, etc. selbst^ 
mflssen stetig sein. E^dent^ mflssen alle Differentialqnotienten 
sein. Dagegen JJ selbBt, welches in der Gleichung gar nicht vor- 
kommt, könnte vieldeutig sein, wie die elektromagnetiBchen Poten- 
tiale in mehrfach zusammenhängenden Bäumen. Dafs mehr&ch 
zusammenhängende Bänme als Integrationsbezirk bm onserem Satz 
verwendet werden dflrfen, begegnet keinen Bedenken sofern in ihnen 
die nCthigen Eindeutigkeitsbediagungen erfflllt sind, das mehr&che 
Ein- ond Austreten der Säulen haben wir oben besonders berflcksichtigt 
Bei der Einsetzung der Vorschriften (74a) in die Gleichung (74) 
geht die geschweifte Klammer im ersten Integral Aber in 
ldü_ dV , du dV , du dr\ 
tö» dx + dy dy '^'^W' 
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Die eckige Klammer des zweiten Integrals wird: 






~- AU, 



bildet also die LAPLACB'sche Operation an ü, dereo Bedeuteamkeit 
bei Potentialfonctionen vir schon kennen. Die nmde Klammer im 
Oberäächenintegral endlich mnfe, da sie die Vectorcomponente in 
Richtung der inneren Normalen ai^ebt, Qbei^ehen in 

Dies kann man leicht direct verificireii. G^t man nämlich in Bich- 
tong der Normalen von der Oberfläche in'e Innere am den Weg dn, 
so verändern sich dabei die Ooordinaten um dx, dy, dz, und es ist 

, , dx , , rfy , , <** 

oosM-j^, co»(»!,) = ^, C08(n«)_ — . 

Setzt man dies in die mnde Klammer Ton (74) ein, und bertLck- 
sichtigt auch (74 a), so erl^t man 

dUdx du dy düdz^ /5Er\ 
dx dn dy dn dz dn XdnJ 

Nqd brauchen wir nnr ein gemeinsames Minuszeichen in allen drei 
Integralen fortzulassen, und das zweite Eanmintegral mit entgegen- 
gesetztem Zeichen nach rechte zu werfen, dann finden wir die 
Schlafsformel: 



///{■ 



en er dn er ev Sri . . . 



—H""^- !!!'''"'''""' 



(75) 



Dieses ist der tou Qboboe Gbhen in seinem Essay Tom Jahre 
1828 aufgestellte Satz. 

Wir sahen im Verlauf der Ableitung, da/s die beiden Func- 
tionen U und V verschiedenen Bedingungen genOgen m^sen, die 
sich nur zum Theü decken, nämlich soweit sie die ersten Di£'erential- 
qnotienteu betreffen. Dem entsprechend kommen auch auf der 
rechten Seite der G^leichong beide Functionen in nnsymmetrischer 
Weise vor. Die linke Seite dagegen ist ToUkommen symmetrisch, 
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aie ändert eicli niclit bei einer VertauBchang Ton U nnd F. Man 
kann daher mit gleicliem Recht auch bilden: 



rrrieir bv en bt du Bv\^ , ^ 

jjJ[-B^-ST-^-Sf~Si- + ~S^-B^i^'^''''' 



(76.) 



-wenn nur U an&er den Torher nötbigeo Bedingimgen aucli noch 
denen genügt, welche vorher von F gefordert worden, nnd V ebenso 
noch den vorigen von U. Damit also die G-leichnngec (76) nnd (76a) 
neben einander beide gültig sind, mDssen U nnd V aebst ihren 
ersten DifTerentialqnotienten im ganzen Integrationsranme eindentig, 
endlich nnd stetig sein, während deren zweite DifTerentialqnotienten 
namentlich das A beider fhmctionen integrabel and eindentig aber 
nicht nothwendig stetig sein mnb. Trifft dies aUea zu oder hat 
man Pnnkte nnd ITtäcben, in denen das nicht der Fall ist, ans dem 
Banme heranageschnitten durch Oberäächen, welche dann mit znr 
Begrenzung gehören, so kann man in den beiden Qleichnngen die 
identische linke Seite als tertium comparationis ansschalten nnd 
findet dnrch G-leichsetznng der beiden rechten Seiten: 



(76 b) 



- \\d8 F-|^ + \n VA üdxdydz, J 
woftlr man anch in anderer Anordnung schreiben kann: 



§ 22. Anwendungen deB Green'schen Satzes auf 
die Potentlaitheorie. 

Die Nutzbarkeit des QBSESi'Bchen Satzes in der Theorie der 
Kraftfelder bat ihren Orund darin, dafs man fllr die beiden Fonc- 
tionen U und V Fotentialfonctionen einsetzen kann nnd dadurch 
Beziehongen zwischen Banm- nnd OberSächenintegralen erhält^ deren 
Int^randen ans Isnter physikalisch wichtigen GrCben bestehen. 
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So bedeuten die ereteii Differenti&lqnotienteii, bowoM die nach x,y,x, 
welche in der linken Seite von [75] und (75a) Torkommen, vie auch 
diejenigen recht« nach der inneren Nonnale n der Oberfläche die 
gleichgerichteten KraftcomponenteD, und bei Kr&ften, welche nach 
dem CocLOKs'Bchen Gesetze -wirken, weüa man ancfa die Bedentnng 
der in den Beatintegralen Torkommenden /l V and J V ans den 
Dififerentialgleichnngen von Laplacb and Foisbon. 

Die einfachste G^eBtalt nimmt dann der Satz an, wenn der 
IntegrationBranm leer von den Ladongen iBt, welchen die beiden 
Potentialfunctionen entspringeD, wenn diese also aolseThalb liegen. 
Dann sind die J beider Functionen ohne Ansnahmestellen gleich 
Moll, die KcBtintegrale fallen weg and die Gleichang {75b] geht 
Über in eine Beziehong zwischen zwei Oberfläcbenintegralen 

Dabei sind U und V Potentiale Ton zwei Terschiedenen, einzeln 
vorhanden gedachten Yertheilnngen an&erhalb der geschlossenen 
Oberfläche. Die Formel (76] kann wegen diraer Beschränkm^ 
immer nur in beschränkten Banmgebieten gültig sein, da doch die 
Fotentialfunctionen Ton irgendwo liegenden Ladungen herrühren 
müssen. Dagegen ist es möglich, dals diese Ladungen alle in end- 
lichen Abständen von einander zusammenstehen, und zwar Bowohl 
das System, welches TT erzengt, wie das andere, welches V erzeugt. 
UmBchlieist man dieses Elanmgebiet durch eine Oberfläche, so ist 
der ganze äolsere Raum leer und die G-leichong (76] ist defshalb 
für ihn gültig. Da wir indessen den GsBEN'schen Satz nur für ein 
amBchloBsenes Integrationsgebiet abgeleitet haben, so dürfen wir 
ihn nicht ohne Weiteres auf den grenzenlosen unendlidien An&en- 
raum übertragen, sondern wir müssen eine äuisere ümhtüliing hin- 
zudenken, und nntersuchen, was aus den Aosdrücken wird, wenn 
wir diese Umhüllung weiter und weiter hinausschieben bis in un- 
endliche Entfernung. AIb geeignetste Begrenzungsform wählt man 
eine Eugelfläche von sehr greisem Badins R, deren Mittelpunkt in 
der Kähe der vorhandenen elektrischen Ladungen liegt. Man 
weÜB nun, dafB in allen Begionen, welche sehr weit weg von 
dem geladenen Gebiete liegen, deren Abstand r vom Mittel- 
punkt also sehr grois ist im Vergleich zu den endlichen Ab- 
ständen der elektrischen Ladungen, dals dort die Potential- 
faactioneD gegen Null streben proportional dem reciproken Werthe 
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des Abstandea, iaJa man also in hinreiclieiid grobea Entferaimgeo 
setzen darf; 

Ü-— , F=— ■ (77) 

Die CoQStanten Ä und B bezeichnen die algebraischen Siinunen 
der beiden Ladnogssysteme. (Sollten diese oder eine von ihnen 
etwa gleich Nnll sein, so veradiwinden die AosdrOcke proportional 
höheren Potenzen Ton 1/r, dann gilt das Folgende a fortiori.] 

Die ins Innere gerichteten Normalen zeigen an der grolsen 
Kngelfläche entgegengesetzt dem wachsenden Radius, daher ist an 
diesem Theil der Begrenzung 

du _ du A dv _ dr B 

Die beiden in G-leichong (76), tlberhaupt im GBESN'schen Satz 
Torkommenden Oberäächenintegrale, nehmen also f&r Fotential- 
iunctionen U und V, welche im Unendlichen reciprok r schwinden, 
erstreckt tlber eine sehr grofee Engel den Werth an: 

F&r r* ist der dem Engelradios entsprechende Werth R' zd setzen, 
and die Flächenelemente da kOnnen ans einer anf der Eioheits- 
kngel gedachten FinÜieilang in Elemente da gewonnen werden in 
der Form 

ds^B*da. 

Das Ft&chenintegr&l wird also: 



=//. 



oder wenn man A » oo werden \&ht 
=■0. 
Damit ist bewiesen, dals die OberSächenintegrale in der Q^lei- 
chnng (76) Ober die anendliche Begrenzung des Banmes Terschwinden, 
aber — wohl zu beachten — nor wenn beide Functionen im Unend- 
lichen der Bedingungen (77) folgen. Dab sie im ganzen Integrations- 
raome bis in anendliche Feme der LAfLAOB'acben Differential- 
gleichung genflgen, reicht wohl ftlr das YerschwiDden der Baum- 
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integrale im G^BSSN'Bcheu Satz ans, aber Docb nicht f&r das 
Verschwinden dieseB OberöächenintegraleB. Es giebt nämlich Fanc- 
tionen, welche der LAPLACE'Bchen GleicbnDg überall genügen, aber 
nicht als Potentiale von endlichen Vertheilnagen gedeutet werden 
können, nnd defsfaalb anch die Bedingimg (77) nicht erfOUen. Dabin 
gehört z. B. der Ansatz, dalä ein Potential im ganzes Baume gleich 
einer von Null verscbiedeneu Constante sein soll, oder gleich einer 
linearen Function der cartesischen Baumcoordinaten. Soldie Func- 
tionen kann man bei den Anwendungen des GitBBN'schen Satzes mit 
Nutzen rerwenden, aber als Potential endlicher elektrischer Ver- 
theilungen können sie immer nur in beschi^nkten Bezirken des 
Raumes, niemals aber im unendlichen gedeutet werden. 

Wir werden jetzt sogleich eine solche Anwendung des Ghben'- 
Bchen Satzes machen, indem wir vorschreiben, die Function U solle 
im ganzen Baume den constauten Werth U^\ besitzen, während 
7 =a tp das Potential einer elektrischen Tertheilung sei. Die Qlei- 
chnng (75] wird dann = 0, weil alle Differentialquotienten von ü 
gleich Null sind, aber (75a, b, c) geben 

Diese wichtige Gleichung, welche wir hier ab einen besonders 
etn&chen Sonderfall des GfiEEH'schen Satzes gefunden haben, läfst 
sich anch, ohne die Kenntnils der allgemeinen GiiEEK'Bchen Glei- 
chung, direkt ableiten durdt partielle Integration des Baumintegrals 
über Atf, wobei im Verlauf der Umformung ganz dieselben Holfs- 
mittel benutzt werden, welche wir bei der Ableitung des Gbeen'- 
schen Satzes anwendeten. Diese Formel ist auch Ton Gauss ab- 
geleitet worden and unter dem Namen des GAUBs'schen Satzes be- 
kannt Wir wollen aus ihr nun Folgerangen ableiten. Wenn im 
ganzen Integrationsraume (p nnd dessen erste Differentialquotienten 
endlich und stetig sind, so ist das Oberflächenintegral links nur 
Über die äuTsere Begrenzung des abgeschlossenen Baumes zu er- 
strecken. Dies wollen wir zuerst als erf&llt ansehen. Dann können 
elektrische Ladungen im Inneren nur in endlicher liLumhcher Dicht^- 
keit t TOrhanden sein (denn Flächenbel^nngen würden die ersten 
Differentialqnotienten von ip anstetig machen, geladene Linien und 
Punkte wurden ff unendlich machen). Die Pomsoii'Bche Differenüal- 
gleichong giebt Aqi=i — 4ne; dies eingesetzt, liefert: 
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Das BaTuointegral stellt die Gesammtmeoge der Ton der Oberfläche 
omschloBsenen elektrischen Ladung dar. 

Jetzt wollen wir außer den ränmliclieQ Ladungen c im Innern 
gewisse Flächen gegeben denken, an denen die Differentialqnotienten 
Ton 9) springen, die also mit Elektricität tod endlicher Flächen- 
dicht« « belegt sein müssen. Biese Flächen stören die GKUtigkeita- 
bedingnngen unseres Satzes nnd müssen heransgeschnitten werden 
dadurch, dab maji ihre beiden Fronten mit unter die Grenzen des 
Integrationsbereichs anfnimmt Der Kanm, über welchen rechts 
integrirt wird, er&hrt dadurch keinen Abbruch, aber znr linken 
Seite kommt ein neuer Betrag hinzu: Das Oberflächenintegral von 
dipldn, über beide Seiten der ünstetigkeitsflächen. Zertbeilen wir 
diese Flächen in Elemente, die wir mit ds^ bezeichnen im Gegen- 
satz zu den ds der äoTseren DmhüUung des Baumes, so können 
wir je zwei correspondirende Differentiale zusammenfassen. Die 
Richtungen der in's Innere des Baumes weisenden Normalen mnd 
auf ihnen entgegengesetzt; unterscheiden wir sie als n^ und n,, so 
kann man den hinzukommenden Betrag als einfaches Flächenintegral 
darstellen ^ 

Die Unstetigkeitsflächen brauchen nicht geschlossen zu sein, 
können vielmehr in einem offenen Band enden oder durch die äufsere 
Begrenzung hindurchtfeten in das hier nicht betrachtete Gebiet 
Die etwa zur Zudeckung dieser Bänder nOÜiig gedachten unpaarigen 
Flächenelemente üben, wie leicht ersichtlich, keinen Einflufs auf die 
Bechnung. Die in diesem neuen Int^ral vorkommende Klammer 
mifet nur nach Gleichung (56 a) 8. 60 itlr jedes da^ den dort herr- 
schenden Betrag von — 4ne, der Beitrag znr linken Seite von {78a) 
ist daher 

_-4,JJ"i,.... 

Lassen wir nun dem in Gleichung (78 a] links stehenden Integral 
seine frühere Bedeutung, dafs es nur über die äulsere Umhüllung, 
nicht aber auch über den Schutzmantel der inneren Bcbädlichen 
Flächen erstreckt wird, so müssen wir den vorstehenden Betrag 
links zufügen, oder mit entgegengesetztem Voizeicben rechts zuAlgen. 
Defshalb geht (78 a] über in 

//"•l^ - 4,///..i..„i. + *^JJä..-. ('8c) 
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Dex neu hinzagetretene Betrag der rechten Seite mÜst bis anf den 
Factor 4n die Seaammtmenge der in Fl&chenladnngeQ vorhandenen 
E3ektricit&ten, welche von der Oberfläche umgrenzt verden, tLber 
welche die linke Seite integrirt ist. 

Schlieratich wollen wir auch noch ein System von pnnktfiSnnigen 
Ladaogen in den Integrationsraom hineineetzen. Bas Potential 

dieser allein ist, wie früher ausgefOhrt, gleich ^ — , bezeichnen 

wir also jetzt den fibrigeu Theil des Potentials, welcher von den 
BaoindicIitigkeiteQ s nnd den Flächendichtigkeiten e herrührt, nnd 
filr welchen (78c) gilf^ mit tp', bo ist daB gesammte Potential zn setzen: 

Wollen wir anf dieses die Gleichung (78) anwenden, so müssen wir 
anlser den FÜLchen, in denen die Differentialquotienten ron ip 
springen, auch noch alle die Punkte herausschneiden, in denen tp 
unendlich wird. Wir legen am jede Punktladung t, eine kleine 
Kugel vom Badins q, und müssen das Oberflächenintegral linlcB 
nun auch Über diese Eugelfl&chen erstrecken; die in's Innere des 
IntegrationsraameB gerichtete Normale zeigt aus den Engeln heraus, 
liegt also in der Bichtnng des wachsenden Radius r,. Nun sieht 
man ohne Weiteres, dafs die Beiträge aller Summanden von tp, 
welche an der Stelle einer kleinen Engel endlich bleiben, mit ver^ 
schwindendem Badios p ebenfalls verechwinden. Das trifft in jedem 
Falle bei qn' zu, selbst, wenn ein Eugelcentrum auf einer Ünstetig- 
keitsfläche liegt; fiemer trifEt es zu bei allen bis auf einen der 
Summanden a. Das Banmintegral wird bei verschwindendem q 
nicht verändert, da die herauBgeBchnittenen Eugelräume ver- 
schwindend werden. Will man also den Beitrag finden, den die 
Oberfläche einer bestimmten der Engeln a i» )> liefert, so braucht 

man statt des ganzen 71 nur das Glied — zu berücksichtigen. 
Es ist 

Af^l» ^ (Bl) ^. -^. 

An der Eugeloberflftche ist ja Überall r, ~ g. Die Flächen- 
elemente da drücken wir durdi diejenigen da der Einheitskugel ans 
dg « Q*da. Dann ist 
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der Beitrag behSlt also bei verschwisdendem p einen feBten Werth, 
und ebenso die Beiträge der anderen Engeln. Im Ghinzen konimt 
also dnxcb das Hinzntreten der PankÜadongen zu dem Integral 
aber die äalBere Begrenztm^ welcbes in Gleichung (78c) links steht, 
hinzn die Summe 

- 4«ge. 

oder wenn wir diese mit nmgekehrtem Vorzeichen nach rechts 
werfen, geht die Qleicfaaug (78c) Ober in die folgende 

If^' In" " * " /// ' ■ *** ^^^'^ ■•" * 'ff'''''' "'■ ^ *ä^' f"^^^' 
In allen Fällen also bestätigt sich das Sesets, dafs das ge- 
schlossene Oberäächenintegral von ■^- gleich ist 4n mal der Ge- 

sammtmenge der von der Ober&äche nmschloBsenen Elektricität, 
gleichgültig, ob diese in räumlicher Yertheilnng oder als Fl&chen- 
belegnng oder endlich als Fnnbtladnng vorhanden ist. Auch die 
ConfigoratioB der Ladiu^en ist gleichgültig, es wird anteTSchiedslos 
die Menge smnmirt, welche im Innern enthalten ist Elektrische 
Ladungen aoTserhalb des eingeBchlossenen Baumes haben offenbar 
keinen Einflnis auf den Werth, obwohl doch der allgemeine Verlauf 

von 00 und damit auch von •=^ durch solche mitbestimmt wird. 
^ ö«, 

Eine von der Existenz der Potentialfnnction unablülngige Ab- 
leitung and Gtostalt des in Gleichung (78) gegebenen GACSs'scheD 
Satzes gewinnt man bereits direkt aus Gleichung (74), indem man 
dort Fs^ 1 setzt und L, M, N mit den Gomponenten des elektrischen 
Feldes identifidrt Uan findet dann: 

-fJd.lS.^-JJJ[^ + -^ + -^]ä^dsdz, (78.) 

aus welcher sich, analog den zu Gleichung (78d) filhrenden Be- 
trachtongen mit Hülfe der AnsdrOcke (ti9c und d am Schlafs des 
% 20) e^ebt: 
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% 23. Folgerungen fllr das Potential In leeren Räumen. 

Ans dem Boeben bewiesenen Satze folgt, dafs in ladnog&eien 
G-ebieten eines elektriechen Feldes für jede gescblosBene Oberfläche 
das Istegral ober ^<pj^n^ Terachwinden muTs: 



//. 



m 



Die Hinreichende Bedingung fUr diese Eigenschaft des Potentials ist also 
die ansnahmeloBe Qültigkeit der LAPLAOE'schen Differentialgleicbimg 
in dem umschlossenen Räume. Nun lälst sich zeigen, dals auch 
umgekehrt ans unBerem Integralsatz (79] die LAPLACTB'sche Differential- 
gleichung als nothwendige Folgenmg heraustritt Wir brauchen als 
Baumgebiet nur ein Tolumelement mit den Kanten dx, dy, d% zu 
wählen. Die Oberfläche besteht dann aus sechs rechteckigen Ele- 
menten. Zwei daYon stehen senkrecht auf der x-Bicbtnng und haben 

die Fläche dt — dydx. Auf der einen ist -^ — + -^, anf der 
on^ ox 

gegenüberliegenden ist erstens das entgegengesetzte Vorzeichen daf&r 

zu nehmen, zweitens aber kommt auch noch die difEerentiale 

Aendenmg des Werthes hinza, welche durch den Abstand dx TOn 

der TOiigen Fläche bedingt wird. Dieser Zuwachs ist 

^\'£)_, d'w^ 
—75 dx = -st^^- 

Im Oanzen ist an der Glegenfläche zu setzen: 

ön, \dx dx* I 

Beide Flächenelemente znsanunen liefern zum Integral den Beitrag 

Analog liefern die beiden Flächen senkrecht anf y den Beitrag 

= ~- dzdx ■=-?- dy 
dy' 

und die beiden letzten senkrecht anf m den Beitrag: 
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Die ganze aechsgliedrige Smnmfl, welche zofolge unserem Satze i 
acliwinden mnis, wird also 



-^'^^^'(S+H+fö)-« 



das fordert aber A<p — <3. 

Der Satz (79) and die LAPLAOE'Bctie Differentialgleicliimg zeigen 
sich als zwei nnr dem Auedmck nach verschiedene Darstellnngen 
derselhen Eigenschaft der PotentialfuDction tp. Während aber d(p 
ureprüDglidi auf ein carteBisches Coordinatensystem bezogen erscheint, 
ist das Flächenintegral von jeder solchen BeschAnkung frei. Dies 
ist Ton Wichtigkeit, weil man dadurch in den Stand gesetzt ist, die 
liAFLACB'sche Qleichong direct io anderen Coordioatensystemen aof- 
zosncben, während die Transformation der zweiten Differential- 
qnotienten mitunter weniger ein&ch aoszufOhren ist Man braucht 
nnr ein parallel epipedisches Volmnelement zn nehmen, dessen 
Kanten den Differentialen der einzelnen Coordinaten entsprechen, 
und auf dessen Oberflädie den Satz [79) anznwenden. 

Eline directe Folgerung nnseres Satzes ist diese: Eine Function, 
welche der LAPLACs'Bchen DifiFerentialgleichung genügt, kann in deren 
G-Qlti^eitsbereich weder Maximum noch Minimum haben. Würde 
n&mlich an einer Stelle ein Maximum von <p bestehen, so mOfste 
von dort ans >p nach allen Richtungen des Baumes hin ab&llen. 
TJmgiebt man den Gipfelpunkt mit einer kleinen gescblossenen Fläche, 
80 mOfste au dieser überall d<pjdnf > sein. Das Integral würde 
ans lauter positiven Summanden bestehen, könnte daher nicht den 
Werth Null besitzen. Ebenso ist die Möglichkeit eines Minimums 
ad absurdum zu führen. Das Vorkommen eines Sattelwerthes wird 
inderaen nicht ausgeschlossen. Solche Stellen kOnnen sich auch 
thattöchlich im leeren Felde ausbilden; z. B. besitzt das von zw^ 
gleichen Pucktladuugeu erzeugte Feld im Mttelpunkt der Yerbin- 
dnngslioie einen Sattelwerth des Potentials. 

Der GACss'sche Satz ermöglicht es uns nun, den inneren Zu- 
sammenhang der unabfaäi^g von einander bewieseneu Gleichungen 
(6dc) und (69d) aufzudecken. FÜLchenladung ist der Grenzfall sehr 
dichter Raumladung, durch einen Grenzprocels muls also die zweite 
aus der ersten heirorgehen. 

Wir können auf Gleichung (76 e) eine neue DefinitioD der 
Divergenz -^ — h -^ — j- ^— gründen, wenn man sie auf ein Volum- 
element dxdydz bezieht. Man findet 

H. T. n^uatouTz, ThtonC Phrilk. Bd. IV. 1 
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dx , er . dz 



H""^' 



dx'^ dy'^ d%^ dxdydx ' ''**' 

das F^chenintegral miifs fiber die gEmze Oberfläche tdu dxdydx 
erstreckt werden. Nun w&hlen vir das Coordinatensystem so, dafs 
an der zn untersuchenden Stelle einer Unstetigkeitsfläohe die 
jp-Bicfatung senkrecht zu dieser wird, und das Yolumelement dxdydx 
so, dab es von ihr holbirt wird. Ist es mit der Baumdichte a 
geladen, so ist 

dx^dT^dz n^'^- 

4 S ( =3 -IT 1- -= — H :; ^ ; ; ; ■ 

ax Oy ax dxdydx 

Nun lassen wir dx inuner Ueiner werden. Ea reducirt sich dann 
da S. auf den Aosdrack 

Bodafe 

X^—X^~^nidx 

wird. L&fst man gleichzeitig ■ so wachsen, daTs »dx dem Qrenz- 
werth e zustrebt, so folgt die Oleichung 

veldie, abgesehen von der speciellen Lage des CoordinatenBystems, 
mit (69 d] identisch ist 

Man kann denselben G^edanken auch so fonnnliren. An einer 
ITnstetigkeitsfläche wird die Divergenz 



//" 



//- 
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dx dy dz dx 

unendlich grois. Da dies stören wfirde, zieht miui vor, in (79a) nicht 
durch das Yolumelement, sondern nur durch das Flächenelemeut 
dyd» zu dividiren. Der Ausdruck 



ll 



X^-X^ 



dydx 

stellt dann freilich nicht mehr die räumliche, sondern die sog. 
Flächendivergenz dar. Bei anderer Lage des Coordinatensystems 
nimmt diese den Werth C, + C^ an. Der Inhalt der Gleichungen 
(69 c} und (69 d) l&bt sich also in die Aussage znaammenäwsen: Die 
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DiTergenz der elektriBchen Feldstärke ist daa i^t-ütcbe der Dichte — 
-wobei räntoliche Divergenz und Kaamdichte, FlächeodiTergenz und 
Flächendichte ztuammengehören. 



§ 24. Kraltröhren und Kralt^den. 

\^ äihren fort in der Betrachtnng der f&r ladangfreie Eäame 
gfiltägen Formel (79). Unter allen den mannigfaltigen Baomgebilden, 
aber deren Begrenzangen man dieses Integral mit Nntzes zn ei^ 
strecken pflegt, spielen die Bogenannten KraftrOhren eine widitige 
Bolle für die Anachaunng der Felder. Die Eraftlinien haben irir 
bereits firtüier in § 20 kennen gelernt und anch allgemeine B^eln 
über ihren Yerlanf in Potentialfeldem geßinden, Regeln, welche sich 
hier ainngemäls abertragen lassen werden. Zunächst bilden wir nns 
den Begriff dieser Gebilde. Wir denken ans im leeren Banme ein 
abg^renztee FUchenstück (etwa anf einer Aeqnipotentialßäche, doch 
ist das nicht noÜiwendig) nud richten nnsere Anfinerksamkeit auf 
die durch Bämmtliche Punkte der Bandcarre laufenden Eraftlinien. 
Das Continumn aller dieser Linien nmhflUt wegen ihres charakte- 
ristiBchen Verlaufe dn rdhrenfiümiigea Raumgebilde, welches wir eine 
Kraftr&hre nennen. Im Inneren des dadurch geformten Kanals ver- 
läuft ein Strang von Krafthnien; di^e k&unen weder durch die 
Wandung austreten noch eintreten, denn Kraftlinien schneiden sich 
nicht; sie verlaufen um so ähnlicher, je näher sie benachbart liegen. 
JSie k3nnen in elektrostatischen Feldern auch nicht spirahg gedrillt 
Teriaufen, wie etwa die Fasern im Garn, denn sie sind die ortho- 
gonalen Trajectorien einer NiveanMchensdiaar. RingitSmiig ge- 
schlossene KraftriVhren können nur in den mehrfach zusammen- 
hängenden elektromagnetischen Potentialfeldem vorkommen. HierfHr 
wie fitr die Erscheinungen bei Doppelschichten gelten dieselben Be- 
trachtungen, wie fbr die erzeugenden Kraftlinien. 

Nun schneiden wir durch zwei beliebige Endflächen ein Stack 
einer solchen KraitrGhre heraus nud «enden anf dessen Oberfläche 
uaseren Satz an. 

Die zur B&hrenwandung gehfiiigen Flächenelemente liefern kdnen 
Beitrag zu dem Integrale, weil auf jedem einzelnen d<pjdn^ = ist. 
Nämlich dtfjdn mifet die in lUchtung der Normale fallende Com- 
ponente Asr elektrischen Kraft; da aber die Kraftresultante dort 
tangential verläuft, so ist die darauf senkrechte Componente <= 0. 
Es bleiben nur die Beiträge der beiden Endflächen abrig und der 
Satz nimmt die Form an: 
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Die Indices 1 mid 2 BoUen bedeuten, 6äü sich die beiden Theil- 
integrale nor Qber die mit 1 nnd 2 nomerirten offenen Schnitt- 
flächen der BQhre erstrecken sollen. Wechseln wir nun an einer 
der beiden Fl&cben die Bicbtong der Normalen, so dafs diese nun 
ans dem BOhrenabschnitt hinanszeigt, so kehrt sich das Vorzeichen 
des zugehörigen Integrales am. Dieser Normalenwechsel hat den 
Zweck auf beiden Schnittflächen die gleiche Beziehung zwischen 
Kraft und Nonnale herzustellen. Wir wollen jetzt diejenige Normalen- 
richtong aof beiden Schnittflächen annehmen, welche einen spitzen 
Winkel mit der Eraftricfatung bildet (Stellenweise Ausnahme nur, 
wenn die Schnittfläche Falten aufweist) Diese Bichtnng bezeichnen 
wir jetzt mit n ohne Index. Die Oleichnng (80) geht dann über in 

I a 

Da die Flächen 1 nnd 2 ganz beliebig gefflhrt sind, so folgt hieraas, 
dais fOr jede Schnittfläche, wo und wie man sie au<d) durch die- 
selbe Eraftröhre legt, das vorstehende Integral den gleichen Werth 
besitzt: 

.|f-)-5. (8«b) 

Nach unserer Festsetzung Qber die Normale ist [ — -«^1 positiv, 

also S desgleichen. Wir nennen diese Constante die „Stärke der 
Kraftröhre". Man kann sie auch ohne Einführung der Potential- 
function if ausdrücken, indem man die resultirende Kraft S benatzt 
and setzt: 

--^ = (Eco8(n,ffi). 
Dann ist 

S_JJd,ffioos{n,lE). (80c) 

Dieser Ausdruck ist insofern um&ssender, als die Voraus- 
setzungen aus denen er abgeleitet wurde, weil in ihm (£ nicht noth- 
wendig GM&Ue einer Fotentialfunction sein muls. Doch moTs dann 
an Stelle der liAPLACK'schen Difl'erentialgleichang eine andere Aus- 



//. 



- //"»■«■ 
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dmcksform äaSür eintreteii, daJä der Baum frei Toa Ladung iet: 
Die allgemeinBte Bedingung dafnr ist nach § 20 die Gleichung 

-0. 
ux vy vx- 

Den flin&chsten Aosdrack nehmen die Torstehenden Qleichni^n 
fOr iS an, wenn man die Querschnitte überall normal auf den Elraft- 
linien wählt, d. h. als Ausschnitte von AequipoteDÜalflächen. Dann 

wird direct — -^ » @; die Flächenelemente in diesen Querschnittes 
seien dq, wir erhalten dann 

(80 d) 

Man bann eine Kraftröfare immer zerlegen in ein BOndel 
dünnerer KraftrOhren, deren Stärken sich sonuniren zur Stfijke der 
ganzen Eöhre. So gelangt man zur Vorstellung von KraftrQhren, 
welche 80 dann sind, dals erstens deren normale Querschnitte q als 
eben gelten dtlrfeu, und da& zweit«nB die InteDsitat S der Kraft 
über den ganzen Querschnitt als gleich groüi angenommen werden 
kann. Solche ESementar-BOhren wollen wir Eraftfäden nennen. 
Die beiden Bedingungen, die wir an sie stellen, werden gemeinhin 
vom gleichen Grad der Dünnigbeit an zugleich erfOllt, doch giebt 
es besondere Fälle, in denen die eine Bedingung viel weitere G^renzen 
zolälst als die andere. Bilden z. R die NiveauflUchen concentrische 
Engelschalen, so ist l£ Über beliebig greise, gekrümmt« Theile jeder 
Eogelfläche coostant Sind audererseits die Kraftlinien so stark ge- 
krümmt, dals die Erflmmungekreise von gleicher Grölsenordniing 
werden mit Bfihren -Querschnitten, welche bereit« als eben gelten 
dürfen, so hat die Kraft an verschiedenen Stellen noch merklich 
verschiedene Werthe. Bei parallelen und ebenen NiTeauflächen 
endlich sind beide Bedingungen in unbeschränkter Ausdehnong 
erfüllt^ an solchen Stellen können Eraftfäden beliebig dick werden. 
Im Allgemeinen werden wir aber annehmen müssen, dals die Quer- 
schnitte q kleine Flächen sind. Die Stärke eines Eraft&dens wird 
delehalb trotz der endlichen Kraft einen Ueinen Werth haben, den 
wir mit SS bezeichnen wollen. Die Oleichang [80d) geht für einen 
Ej-aftfaden in die einfachere über: 

q-9~SS. (81) 

In einem Kraftfaden ist das Product aus Kraft und Qaerscbnitt 
constant, oder die Kraft an verschiedenen Stellen des Fadens ist 
dem Querschnitt umgekehrt proportionaL 
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Uaa kann sich den ganzen leeren Baum eines elektrischen 
Feldes zerlegt denken in Kraftfäden Ton der gleichen Stärke 5S 
nnd gewinnt dadurch eine sehr anschauliche Darstellnng der Ter- 
theilong der Kraft. Die Richtung ist Qberall aus dem Lauf der 
FUden direot erkennbar nnd die Intensität ist non nidit nur läi^ 
eines nnd desselben Fadens, sondern fiberall reciprok dem an der- 
selben Stelle befindlichen Qaerechnitt q. Kennt man das absolute 
Maab der gewählten Stärke SS, so kann man aus der GrOlse des 
Querschnittes die Kraftintensität im absoluten Haa&e finden nach 
der Formel 

ffi--^. (81a) 

9 

Wir hatten froher ein anderes Änschannngsmittel gefunden, 
welches dieselben Dienste leistete. Wir legten durch das Feld eine 
Scbaar von Aeqoipotentialflächen, bei denen der Werth Ton ip zwischen 
allen Nachbarflächen die gleiche Differenz 3tp zeigte. Dann gab 
der Normalahstand h zweier Nachbaröächen die Bichtung der Kraft, 
und die Länge h war im ganzen Felde reciprok der Kraft nach der 
CMeichnog: 

e-if. (81b) 

Bei dieser YorsteUimg erhielt der Feldraum gewissermaalsen eine 
blättrige Structor, während die nengefundene Yorstelltmg der Kraft- 
fäden ihn von faseriger Stmctur erscheinen läM. Beide Stmctoren 
stehen senkrecht auf einander, 

Stellen wir uns einmal beide AnschannugeD zugleich vor, so 
wird der Baum in lauter kleine prismatische Zellen zerschnitten, 
deren Yolumina gleich q • h sind und an Grdlse je nach q und k von 
Ort zu Ort wechseln. Ans GMüchnngen (81a] nnd (81 b) folgt durch 
MoltiplicatiDn 



q-h 



(81c) 



Hierin liegt wegen des festen Zählers der rediten Seite der Satz, 
dab das Quadrat der elektrischen Kraft Uberall reciprok dem Vo- 
lumen der prismatischen Zellen ist. Dieser Satz ist iuBofem be- 
deatung^oll, als die elektrische Energie, welche nach der Mazwell- 
Bchen Theorie im Felde ihren Sitz hal^ in ihrer räumlichen Dichtig- 
keit dem Quadrate der elektrischen Kraft proportional ist (mit dem 
Factor l/8n), dafs also die gedachten Zellen Baumelemente von 
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glcdcliem Inhalt an elektrischer Enei^e liefern. Der ahsolate Be- 
in^ dieHes Enei^einhalts ist: 

IM^I^ (81 d) 

und den IlnergieiDhalt grfi&erer !^iiine würde man dnrch Abzählen 
der ihn fallenden Zellen finden. 

Die beiden Anachanungsmittel: NiTeanechalen and £raft&den 
finden also im leeren Fotentialfelde ein gemeinsohsMicbeB Yer- 
irendangsgebiet und leisten dort gleich gute Dienste. Indessen 
reichen beide nach Terschiedenen Seiten aber dieses gemeinsame 
Gebiet hinaus. Die Yorstellang von den Eraftfäden von conetanter 
Stärke erfordert nicht die Eziet«iz eines Potentials, und kann defa- 
halb auch in Wirhelfeldem verwendet werden, sofern diese nur frei 
TOD Ladungen sind. Die NiveaiuGlialen von constanter Fotenti&l- 
differenz andererseits erfordern nicht einen ladongsfreien Baum, man 
kann sie, wie wir schon froher betrachteten, auch durch geladene 
Gebiete verfolgen, wenn nur ein Potential ezistirt. Man kann zwar 
Kraftlinien sehr wohl in bel&denes G}«biet hinein Tsifolgen, ja bei 
aasscblielslich räomlichen Dichtigkeiten bleiben sie sogar durch das 
ganze geladene Gebiet hindurch stetig. Man kann deshalb dort 
auch Eraftfäden nnd Eraftröhren nach derselben YorBchrüt bilden; 
aber das Prodnct d-q ist dann nicht constant, weil das geschlossene 
Oberflächeuintegral der NormalconipoDente der Kraft dort nicht 
gleich Null ist. lAnft eine Eraftröhre durch positiT geladenes Ge- 
biet, so nimmt ihre Stärke dabei zu nnd zwar zwischen zwei Schnitte 
fiächen nm so viel, als die zwischen ihnen eingeschlossene Ladung 
nach Mnltiplication mit 4» betiägt. Durchläuft die Eraftröhre 
negativ geladenes Gebiet, so nimmt ihre Stärke um entspretdiende 
Beträge ab. Diese Abnahme kann so weit gehen, dals die Stärke 
unter Null zu negativen Werthen sinkt, d. h. dals die Kraft in der 
BShre ihre Richtung umkehrt, so d&b man nicht eigentlich von 
einem Fortlaufen der BShre sprechen kann. Durchsetzt eine Bohre 
eine positiv geladene Fläche, so tritt der Zuwachs ihrer Stärke 
sprangweise ein und beträgt 4 n mal die in die BSbre hinein&llende 
Flächenbeleguog. um einen geladenen Punkt herum drängen sich 
EraftrOhren bis zu verschwindendem Querschnitt zusammen, die 
bitenaität der Eraft wird daf&r unendlich. Indessen ist, wie schon 
Sften erwähnt, eine ponktfSrmige Ladung nur eine matbematische 
Fiction. Man mul^ immer einen, wenn auch Ueiuen, Baum am einen 
solchen Punkt herum von der Betrachtung ausachliefsen, von dessen 
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innerer BeBchafFenheit man nichts weils aaber dem Qaantnm der 
darin enthaltenen EUektridiät. 

Da nun die Kraftröhren und -&den ihre Bedeutnng verlieren, 
sobald ihre Stärke nicht mehr conetant ist, ao schlieret man zweck- 
n^Big alle geladenen Gebilde: Baon^ebiete, Flächen, Linien und 
Ptmkte von der Zerlegung in Eraftßlden ans und kann dann all- 
gemein aussagen: Aas Qebüden mit aberwiegend positiven Ladungen 
entspringen Eraft&den, d. h. es treten durch eine bereite im leeren 
Baume liegende UmbtÜlungadäche eines solchen Gebildes mehr 
Eraftfäden heraus als hinein. In Qebilden mit überwiegend negativen 
Ladungen aber mUndeii Kraft^en, d. h. es laufen mehr hinein, als 
heraaskoTDinen. Im leeren Räume kann ein Eraftfaden nirgends 
Anfang oder Ekide haben. Man kann defshalb bestimmt wissen, dafs 
Kraftfäden von positiven Ladungen ans entweder nach negativen 
Ladungen laufen oder sich im Unendlichen verlieren, auch können 
sie, aus dem Unendlichen kommend, in negativen Gebieten enden. 
(Nicht onter diese Hegel passen die ringförmig geschlossenen Kraft- 
^en in elektromagnetischen Feldern, man könnte sie höchstens da- 
durch mit hineinziehen, dafs man diese Felder vermittelst einer 
fingirten Doppelschicht als statische Felder au&Tst. Dann ent- 
springen die Fäden auf der positiven Belegung und münden auf der 
negativen, sind also sieht mehr geschlossen.) 

Bat man die gemeinschaftliche Starke SS aller Eraftfäden im 
leeren Felde festgesetzt, so kann man auch eine einfache Maab- 
beziehung zwischen einer Elektticit&tsmenge und der Zahl der von ihr 
auagdienden Kraftäden angeben. Dazu dient uns die Gleichung (78d). 
Bezeichnen wir die von der geschlossenen Oberfläche umhüllte 
Gesammtladung, ohne Unterschied, in welcher Art der Vertheiluog 
sie vorhanden ist, mit e, so heifst jener Satz: 



Iß 






Als Oberfl&chenetemente ds können wir die Schnitte der austreten- 
den und eintretenden Kraft&den benutzen; dann ist jedes Differential 
von dem Werthe ± SS und das ganze Flächenintegral erscheint in 
der Form N-SS. Dabei ist N der Ueberschuls in der Anzahl der 
positiven Differentiale über die negativen. Diese Zahl kann positiv 
oder negativ aue&Uen, man darf sie als ganze Zahl ansehen, wenn 
SS Bo klein ist, dafs es auf Bruchtheile davon nicht mehr ankommt. 
Nunmehr lautet die vorstehende Gleichung 
N-SS'^int 
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oder 

-^- 

Die Anzahl A der tod der ESektricitätsmenge + e aosgelieiicIeB 
Kraftfäden von der Stärke ^5 ist durch die vorstehende Formel an- 
gegeben, und eben so grofa ist die Anzahl der Exaftf&des, welche in 
einer n^^tiven Elektricitätemenge — e ihr Ende finden. 

Die Fadenstärke SS ist ihrer Dimension nach einer Elek- 
tricitatsmenge gleich, nnd wird delshalb nach demselben absolnten 
MaaTs gemessen. Nun sahen wir früher, dafa im elektrostatischen 
C.G-.S.-S78tem die Einheit der Ladung ein sehr onbedeatendes 
Qnantom repräsentirt, ao daä Ladungen e mit gat wahrnehmbaren 
sinnlichen Wirkungen immer durch aehr groläe Haaläzahlen be- 
zeichnet sind. Defshalb fuhrt die Annahme SS — 1 £ut immer zu 
hinreichend schwachen Kraftfäden, fOr welche alle Vereinfachungen 
des Unendlich-Kleinen xmbedenklich erf&Ut sind. Für solche Ein- 
heitsiäden gilt dann die Formel 

JV=4«e. (82a) 

Die elektrische Ladung + t sendet 4 « e Einheitaf&den aus. Man 
kann auch sagen: Von jeder Einheit positiver Elektricität gehen 4» 
EinheitafiUleD aus, in jeder negativen Elektridt&tseinheit enden 4 a 
Einheitsf&den. Man findet diese metrische Beziehung oft so aus- 
gesprochen, daJs an Stelle des Wortes „Einheitsf&den" kurz ,JCraft- 
linien" gesetzt wird. Dann kann man aber unter Kraftlinien nicht 
den von uns eingeführten allgemeinen Begriff Teratehen, weil dabei 
Ton einer bestimmten Anzahl nicht die Bede sein kann, sondern 
man moTs sich vorstellen, dafs jede Einheitsröhre oder jeder Ein- 
beitsfoden eine ausgesuchte Kraftlinie, gewiasermaaTsen eine Seele in 
sich sdiliefat, welche dann ala Vertreter des ganzen Fadens gesetzt 
wird, und in diesem besonderen Sinn eine Kraftlinie genannt wird. 
In dieser Bedeutung iat die Bezeichnung ,^ahl der KrafÜinien" bei 
FuABAT, Maxvtxlii Und Anderen zu verstehen. 



g 26. Der Green'sche Satz Über zwei einander gleiche 
Functionen erstreckL 

Der äBBER'sche Satz handelt von zwei Baomfonctionen, die wir 
ü und V nannten. Wir haben aua ihm einen specielleren Satz über 
nur eine Kaum&nction hergeleitet, indem wir die andere Function 
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als CoDstaate {■• I] festsetzten. Uan kann noch einen anderen Satz 
ebenfalls Ober nvx eine Function aas dem allgemeinen G-HERK'schen 
Satz beransleaen, indem man nämlich die beiden Functionen identi- 
fidrt Das wollen vir jetzt thon, and zwar sogleich annehmen, die 
Function sei das Potential ip irgend einer elektrischen Vertheilang. 
Wir setzen in GMeichung (75) oder (75a) 

und finden: 

— \ (83) 

— — / / d* gp -^ — / / IfpAtpdxdy dx. I 

Von dieser Gleichung wollen wir nun einige Anwendungen machen. 
1. Das Potential tp rühre her ron einer nur im endlichen Baume 
begrenzten Elektricitätsvertheilung, die wir uns dw Einfachheit wegen 
zunächst nur in räumlicher Dichtigkeit c vorhanden denken. Das 
Integrationsgebiet sei der ganze unendliche Raum, seine Begrenzung 
also eine unendlich ferne Kugelfläche. Dann wird, wie wir schon 
im Gefolge der Gleichungen (77) nachgewiesen haben, das Ober» 
flächenint^ral rechte gleich NulL Im Banmintegr&l rechts ist nach 
der PoissOK'schen Differentialgleichung J^i=— 4«e zu setzen. 
Wir erhalten also die Relation 



///{(■ 



l^)V 4!- V te V-»- 



= iitj I j ^'»dxdydz. 



(84) 



Der Form nach sind beide Banmintegrale aber den ganzen Banm 
erstreckt, dem Inhalt nach aber liefert d^ rechtsstehende nur dort 
Beiträge, wo die Dichtigkeit t Ton Null verschieden ist, also in einem 
beschi^nkten Gebiet, w&hrend das links stabende Integral auch im 
leeren Baume bis in grofse Entfernungen hinein Beiträge empfängt 
Wie man leicht sieht, ist der Integrandos der linken Seite nichts 
anderes, als das Quadrat der elektrischen Kraft ~ <iK Das ganze 
Integra] links stellt also nach Division durch 8n den im vorigen 
Faragnq>hen bereits herangezogenen MAZWBLL'schen Ausdruck fttr 
die gesanunte elektrische Energie des Feldes dar: 
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-g— j 1 1 IS'dxdydx- \j 1 l <p'»dxdydx. (84a) 

Wir kSnneii das leicht in Terbiudniig bringen mit nnserem frabOT 
gegebenen Ausdmck der patentielleD Enei^e eines Ladangssystems. 
N&mlicli das Potential tp selbst kann als Banmintegral dai^estellt 
werden über alle Volnmelemente da! dy' d^, in welchen Dichtigkeit a' 
existirt 

C^d^d^d^ 



-HS' 



Dabei ist r der Abstand des EUementes dxdydz toq dem Element 
dafdy'dxf. Ob man dabei die Stelle r = ansscblieftt oder nicht, 
macht nichts aas. Die Torstehende Oleicbong geht nun aber in 

Die rechte Seite deckt sich jetzt mit dem Aosdruck G'leicbang(17] 
fär die potentielle Energie, nnr hatten wir damals eine Doppel- 
snnune Ober diskrete Fonktladnngen, hier ein doppeltes Banmintegral 
über contintiirliche Banmladungen. 

Dieser interessante Inhalt der Gleichnng (8S] vei^ndert eich 
nicht wesentlich, wenn wir auch noch geladene Flächen im end- 
lichen Baume daza nehmen, an denen die Differentialguotienten Ton 
t/> springen. Dann ist das Oberäächenintegral rechts zwar über die 
unendlich ferne Kngel gleich Nnll; es kommen aber daza die beiden 
Seiten der Dnstetigkeiteäächen nnd liefern, ganz ähnlich wie wir 
froher schon einmal sahen, Beitzilge von der Form 



-//-.-•(l?-^)— //-■• 



9-'- 



In jedem Falle setzt sich die rechte Seite znaammen ans allen 
Ladungen, jede mnltiplicirt mit dem Potentialwerth, der an ihrem 
Orte herrscht, gldchTiel, ob es Banm- oder Fl&chenladungen sind. 
Es liefse sich aach zeigen, dals fOr Pnnktladnngen das Nämliche 
gilt Han wOrde dazn nach bekannter Methode die Punkte durch 
Kugeln heransschneideD und die Oberääcbeniategrale über diese 
Engeln fOr Torschvindenden Badius berechnen. Dann kommt zur 
rechten Seite hinzu 
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Hieraus geht heiror, dala die gesammte Enei^e des elektzo- 
statiscbeD Feldes at«te positiT ist, worauf vir schon in § 9 hin- 
«ieaen. 

2. Die zweite AnweDdnng der O-leichimg (88) soll sich auf ein 
dnrchaofl ladimgsö-eies Banmgebiet beschAnken, in welchem also (p 
sicherlich endlich und stetig Terlänft und ohne Aosnahmepnnkte der 
Ii4Pi>A.aB'8cheD Differentialgleichnng A tp genügt Dann Terschwindet 
das Baamintegral auf der rechten Seite und das Oberäächenintegral 
erstreckt sich nur Über die eigentliche Begrenzung, nicht etwa noch 
Hber innere ünstetigkeiteflächeu. Femer wollen wir die ganz be- 
sondere Voraussetzung machen, dals das Potential auf der ganzen 
Begrenzungsääche einen constanten Werth ^ besitze, welchen wir 
als gemeinsamen Factor vor das Integral setzen dUrfen, so dals 
unsere Gleichung nun lautet: 



(85) 



Von dem nun noch tlbrig gebliebenen geschlosBenen Flächen- 
integral wissen wir aber nach Gleichung (76), daTs es eben&Us 
gleich Null sein mnfs. unsere Voraussetzungen fordern also: 



///{( 



'^hfe+fel-^'— »■ (»•) 



Wegen des quadratischen Integrandus ist es nun unmöglich, 
daA der vorstehende Ausdruck etwa durch gegenseitige Vernichtung 
positiver und negativer Bestandtheile Bchließüich in Summa Null 
geben sollte; es ist dadurch bestimmt ausgesagt, dafs an jeder Stelle 
im ganzen Gebiet bis an die Begrenzung heran 

dcp d<p d<p . 
dx dy dz 

sein muTs. Das Potential besitzt nirgends ein Geälle, muTs also 
den constanten Werth ^, welcher an der Oberfläche herrscht, auch 
im ganzen Inuenraum wahren. Eine elektrisdie Kraft existirt daher 
in dem Gebiete nicht 

Die Voraussetzungen dieser mathematischen Schlüsse lassen sich 
experimentell verwirklichen. Wir nehmen eine Eenntnifs vorweg, 
die wir später ausftthrlicher begründen werden, dals nämlich in 
Leitern der Elektridtät, z. B. in metallischen EOtpem, im Zustand 
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elektrostatischeii Gleichgewidits ftberall constantes Potential hemclit, 
so weit dieselben leitend mit einander Terbnnden sind. Ton der 
Möglichkeit, dals an der BarahnuigBfl&che heterogener Metalle oder 
anderer Leiter PotentialsprOnge poppelschichten) Torkommen, braa- 
eben vir hier mohi. Notiz zu nehmen, weil diese bei elektrostatischen 
Problemen gar keine Bolle spielen. Der Versuch ist nun folgender: 
Man stellt einen beliebigen, elektrisch geladenen Körper ,psolirt" an^ 
so daTs dessen Ladnng nicht entweichen kann. Die davon ans- 
geheode elektrische Kraft kann man im leeren Saume des Ezperi- 
mentirzimmers bis in weit« Entfernungen nachweiBen. Dann um- 
giebt man den Körper mit einer geschlosseneu metaUischeu HOlle, 
welche ihn aber nicht leitend berilhren soll Die Wände des 
Zimmere, aus welchem alle sonstigen elektrischen Ladungen entfernt 
werden mOssen, denken wir uns eben&lls leitend, etwa mit Blech 
ausgekleidet, und Terbinden sie mit der HQlle durch einen Metall- 
drahL Der Baum dieses Zimmers erflült dann alle Bedingungen, 
welche wir in der Theorie Torausgesetzt haben. Seine Begrenzung 
setzt sich zusammen aus der Äufsenaeite der MetallhUlle, den 
metaUischeu Wänden ond der Oberfläche des beide verbindenden 
Drahtes, also aus lauter zusammenhängenden Leitern, in denen das 
Potential einen Qberall gleichen Werth annehmen mofs. AoTserdem 
ist der Baum frei tou Ladungen, denn das Innere der HuUe gehOrt 
nicht mit zu nnserem abgeschlossenen Integrationsgebiet Der 
Theorie nach herrscht also kmne elektrische Kraft im Baume, und 
diese Folgerung wird durch die Erfahrung vollkommeu bestätigt: 
Selbst mit den empfindlichsten Eilektrometeru kann man keine Spur 
TOu einw Potentialdifierenz, d. h. von elektrischer Kraft im Baume 
nachweisen, mag die eingekapselte Xjadung noch so stark sein und 
der Abstand von der Hülle noch so klein. 

Diese Beseitigung ist ein Beweis dafür, daTs unter allen Ab- 
stolsnngs- und Anziehnngsgesetzen das CouLOMB'sche das einzig miß- 
liche ist Es lä&t sich nämlich zeigen, daTs die Abnahme der Kraft mit 
dem redproken Quadrat des Abatandes das einzige Kraftgesetz ist, 
bei welchem die zugehörige Potentialfnnction der Bedingung J 91 » 
im leeren Baume genügt Sobald die Function von r im Kraft- 
gesfltz auch nur um ein ganz Geringes Terschieden yiire von der 
minne-zweiten Potenz, so wäre A<p im leeren Baume nicht genau 
gleich Null, das Baomintegral über das Quadrat der elektrischen 
Kraft würde nicht wie in (85 a) exact verschwinden, und die kleinsten 
Spuren von elektrischer Kraft würden sich bei den sehr empfind- 
lichen Eadrtrometennessungen verrathen. DeM^b haben wir hier 
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einen ongleich strengeren Beweis des Coni^iiB'sclieD Gesetzes, als 
die directen Messiuigen an der Dreliwaage za bieten TermSgen. 
Bei der praktischen AasfOhrong dieses Tersaches ist übrigens 
die metallisclie AnsUeidang des Zimmers meist entbehrlich. Es 
genflgt die Holle am die Ladung in leitende Verbindung mit der 
Erde zu bringen, denn die Mauern eines Gebäudes sind doch ge- 
wöhnlich so weit leitend, dab auch sie sich aaf dem Potential der 
Erde befinden. Unter freiem Himmel kann man gewöhnlich ancb das 
Potential der Erde als gültig annehmen, soweit man von der atmo- 
sphärischen Elektridtät absehen dar£ 

Als ein mitunter wichtiges Hülfemittel wollen wir noch an- 
fahren, dals sich ein Raumgebiet, in welchem keine Ladungen Tor- 
banden sind, von jeder äulseren Feldwirkung abschliefsen lälst, 
indem man es mit einer metallischen Hülle amBchliefst. Man 
braucht dazu in der Praxis nicht einmal lückenlose Fachen (Blech- 
umhüUun^ herzustellen, sondern Drahtnetze leisten bereits den 
gleichen Dienst. 

§ 26. Auswerthung einer Potentlalfunctlon In einem 
begrenzten Raumgebiet mit HlUfe des Green'schen Satzes. 

Wir kommen nun zu einer Anwendung des G-nGBN'Bchen Satzes, 
bei welcher beide Functionen U und Y mit verschiedener Bedeutung 
gebraucht werden. Die Function tj> sei das Potential einer elek- 
trischen Vertheilung, deren räumliche Dichtigkeit « im Inneren eines 
b^^nzten Ranmgebietes uns bekannt ist. Zunächst wollen wir 
annehmen, dals TJnstetigkeitsfl&chen (Flächenbelegungen) nnd ün- 
endlichkeitspunkte (Punktladungen} in diesem (Gebiete nicht ror- 
kommen. Wohl aber kann das Potential auch noch bedingt sein durch 
irgend welche Ladungen, welche aaTserhalb des begrenzten Gebietes 
liegen. Wir wollen den Werth von q> in irgend einem inneren Punkte 
des Baumes mit den Goordinaten a,h,o, ausdrücken. Zu dem Zweck 
bilden wir den GsEEK'schen Satz über das Baumgebiet, in welchem 
e bekannt ist Für die Function V setzen wir das Potential 9), 
für Ü setzen wir eine HülMunction, welche dem einfachsten Typus 
einer Potentialfimction nachgebildet ist; 

f-i-, (88) 

wo r den Abstand eines beliebigen ilaumpnnktes von dem festen 
Ponkt (o, b, tf] bedeutet 



r - y(a!-«)«-|-Öf-ft)» + («-o)». (86a) 
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Diese Hülfefanctioa genügt der LiriuiOB'Boheii Differentdal- 
gleichong, hat aber im Punkte (o, b, e) eine üneodlichkeitBatelle, 
welche wir dorch eine kleine Kugel Tom iRadius ff ans dem Banme 
heranssclmeiden mOsaen, über welchen wir den GBSEN'schen Satz 
entreckea wollen. Da beide Functionen deo gleicdieo Bedingungen 
der Fotentialfiinctionen genOgen, so kennen wir den Satz in der 
Form (75b) Terwenden. 

Die Oberfläche heateht aus der äulaeren Begrenzung und der 
kleinen Engelfläche. Wir wollen aber das in jener Fonnel ge- 

brandite Zeichen ff hier auf die äuAere Begrenzung beaotu&iken 
und die von der Eogelfläche links und rechts herrDhrenden Be- 
trage gesondert hinznfQgen. Wir setzen dabei, wie schon fraher, 
da = ff' äff und dnf*^ + dr tond bezeichnen die Integration ftber 

alle da (deren Summe » 4 n ist] mit fj . Dann nimmt fOr unseren 
Fall der G^BXEs'sche Satz die Form an: 

— w 

Absichtlich iat in dieser G-leichnng noch keine der naheliegen- 
den Umformungen aosgefOhrt, um ihre Entstehung deutlich zu 
zeigen. Bezeichnen wir der EUrze wegen die aechs Integrale in 
der Beibenfolge, wie sie in Glmchnng (87) folgen, mit I, II, IQ, 
IV, T, VL Hit I und IV aind keine Aenderungen Torznnehmen, 
wohl aber mit den beiden Engelflächenintegralen. Das linke ist 



n.,.fjä. 



und verschwindet wegen des Factors ff mit diesem; ja sogar noch* 
entschiedener als ff selbst, denn da qn an der Stelle (o, b, o) einen 
regulären Verlauf hat^ sind die einzelnen ötpjdr nicht nur endlich, 
sondern auf den beiden Hälften der kleinen Engel nahezu entgegen- 
gesetzt gleich, so dais sie sich bei Teischwindender GrOIse der 
Eugel anch noch gegenseitig aufheben. Jedeu&lls iat im Grenz- 
fidl 0O.0 

n-0. 
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Anders ist es bei dem rechtsseitigen Integral Y. 
Ea ist 



TofOr an der EngeläScbe der feste Werth ^ za setzen ist Die 

positiTen nnd negatiren Potenzen von p heben sich hier aof and 
es bleibt: 

(*) 
V— //d,.„. 

Die Werthe, welche 9: auf den einzelnen Stellen der kleinen Kugel- 
fläche besitzt, nähern sich mit Terschvindendem B&dins mehr and 
mehr dem Werthe, welcher im Centrom (a, b, 0) herrscht Ja man 
darf diesen als zulässigen Mittelwerth bereits vor das Integral setzen, 
ehe noch die Kugel ganz rerschwunden ist Das dann noch flbiig- 

{*) 
bleibende ff<i<^ üt aber = 4 n, mithm wird 

Im linksseitigen Banmintegral HE machen wir Gebranch Ton 
der PoiBSOH'sclien Differentialgleichung, deren a uns ja im ganzen 
Gebiet bekannt ist, nnd erbalten: 

Im letzten Integrale VI endlich gilt nach Äusschliefanng des Kngel- 
inneren überall die LAPLA.0B'8che Gleichung J [ — | = 0, abo ist: 
VI = 0. 
Jetzt lautet Gleichung (87) folgendennaafeen: 

oder nach DiTision mit 4n and etwas geänderter Anordnung: 
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Der Werth von ip in dem ausgewaUteD Punkte ist hiermit dar- 
gestellt und zwar durcl) drei Summanden, deren jeder eine nos be- 
reits bekannt gewordene Bedentmig bat. Der erste Sommand besitzt 
die Nonnalform des Potentials, welchea berrOhrt von der lilumliclieQ 
Vertheilnug derXiadnngen, soweit sie im Inneren unseres abgegrenzten 
Baomgebietes liegen. Es sind dies physikaliscb Torbanden an- 
genommene reale elektriscbe Qoanta, docb ist damit nicbt aus- 
gedrückt d&ie dieses alle Qoanta sind, von denen tp berrOhrt Es 
kennen Tidmehr die Dichtigkeiten a jenaeite der Begrenzung sich 
weiter fortsetzen, denn diese B^renznng ist hier nur eine fingirte 
mathematische Oberfläche, welcher gar keine pb^Bikaliscbe Bedeu- 
tung oder Realit&t zuzukommen braacht. üeber diese B^renzong 
erstrecken sieb nun die beiden hinzukommenden Integrale. Das 
erste dersdben hat die Normalibrm des Potentials einer Fläcben- 
belegong, deren Dichtigkeit durch 

' — T^-^ '^^^"^ 

gegeben ist; das zweite sieht nach äleichxmg (68), S. 72, aas, wie 
das Potential einer Doppelschicht^ deren Moment durch 

(87 d) 

gegeben ist, in bdden Ausdrücken fOr tp and dessen Differential- 
quotienten sind die entsprechenden Oberflächenwerthe zu nehmen. Von 
der realen fkistenz dieser beiden Flächenbelegungen haben wir aber 
dadurch gar keine GewiTsheit. Die in Gleichung (87 b] gegebene Dai^ 
Stellung des von einer wirklich vorhandenen Elektricit&tsTertheilung 
herrührenden Potentials hat also die EigentbOmlichkeit, dafs sie ein 
beliebiges Baumgebiet bevorzugt, indem sie die darinnen liegenden 
Bestandtheile des Ladongasystems allein berücksichtigt, alle auTser- 
faalb liegenden, ebenMls concreten Ladungen aber wegläfst nnd zum 
Ersatz dieser ünterlassong eine nicht concret existirende Belegui^ 
der beliebig gewählten Oberfläche des Gebietes mit erstens einer 
ein&cben und zweitens einer Doppelschicht fingirt Das bat zur 
Folge, dafs q> im Inneren des Baumes zwar richtig dargestellt wird, 
aber anfserhalb den wirklichen Verlauf nicht mehr darstellt, sondern 
wie wir zeigen wollen, Qberall den Werth annimmt 

Denken wir uns zu diesem Zwecke die fingirte Vertilgung als 
die wirkliche, also den äuTseren Baum ganz leer, and die Oberfl&obe 
des Gebietes reell belegt mit den durch (87 c und d] gegebenen 
Dichtigkeiten e und Doppelschicbtmomenten SR. 

H. y, BWJOOLn, ThwiM. Fhjitk. Bd. IT. 8 



4ir 
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Die Dichtigkeiten e beirirken dann einen Sprung, der nach der 
Normale genommenen Differentialquotieoten von tp, den vir nach 
einer früher entwickelten Formel schreiben k&nnen 

er^l9 4... 



Dies stimmt mit Gleichung (67 c] nur, wenn Uherall 

4^ = 

ist Das Potential hat in der Bichtang der nach aulsen gerichteten 
Normale an keiner Stelle der Oberfläche ein Gefälle, moTs daher im 
ganzen (leeren} Anisenranm constant sein. 

Die Doppelschicht bewirkt einen Sprang Ton ^ selbst, welcher 
nach einer ebeniaUs früher entwickelten Formel gegeben wird dnrch: 

^j — 91, — 4 « 3S . 

Dies stimmt mit (S7d] nur, wenn an der AaTseoseite der Oberfläche 

5f, -0 

ist. Hithin ist der constant« Werth, welchen <fi im ganzen Änisen- 
raum bewahren mnfs, der Werth 90 « 0. 

Die Ableitung der Gleichang (87 b) aos dem GsBEK'schen Satze 
wird nidit wesentlich verändert, wenn man neben der i^nmlichen 
Vertheilong ■ anch noch reelle Flächenbelegnngen e nnd reelle Fnnkt- 
ladnngen e,, e,, . ■ ■ Ca ■ - ■ ^^ constitnirende Elemente fOr das 
Potential <p annimmt Mao mnlÄ dann diese Stellen, soweit sie im 
Inneren des Banmgebietes liegen, mit unter die B^renznngen auf- 
nehmen, wodurch die Oberflächenintegrale neue Beiträge liefern. Han 
übersieht leicht, da ähnliche Bechnungen schon mehrlach hier dorch- 
gef&hrt wurden, dafs an Stelle der Gleichung {87 b] dann folgende 
erweitert« tritt: 

Die ersten drei Terme erstrecken sich auch jetzt über alle diejenigen 
Ladungen, welche im Innern des gei^hlten Gebietes liegen, nur 
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besteht dieser, in geschweifte Ehuumem geschloBsene Theil jetzt aas 
drei BeBtandteilen, eDtsprechend den TerBchiedenen Anordnungen der 
Ladungen m Bäumen, Flächen, Funkten. [Geladene Linien I^tte 
man als yierte Möglichkeit auch noch ao&ehmen gekonnt) Die 
beiden letzten Integrale über die äuTsere Begrenzung haben durch- 
aus die gleiche Bedeutung wie in [87 b). 

Wenn man Obrigens von dem Prindp der continuirlichen üeber- 
gänge Gebrauch machen wiU, so kann man Sprllnge der Differential- 
quotienten von (p und UnendUchkeitBBteUen von tp wegleugnen, 
eratere als Stellen auffasBen, in der Elektricität schicbtartig, aber 
doch in iftumlicher Dichtigkeit dicht zusammengerückt liegt, letztere 
als knotenartige Anhäufungen räumlicher Ladungen ansehen, und 
kommt dann mit der einfacheren Gleichung [8Tb] Tollstäudig aus. 
Diese Gleichnng stellt eine Integration der PoiBSON'schen Differential- 
gleichung für ein abgegrenztes Baumgebiet dar. Die PomsoH'sche 
Differentialgleichung Atp = — 4.iit ist hnear, aber nicht hornigen, 
üeber die Integrale solcher Differentialgleichungen giebt ea einen 
allgemeinen Satz: Hat man zwei rerachiedene Lösungen 91, und (p^ 
gefunden, so können diese sich nur unterscheiden um eine Function, 
welche im ganzen Gebiete ohne Ausnahme der entsprechenden 
homogenen Differentialgleichung genflgt Das ist in unserem Falle 
die LAPLA.CE'Bche. Erentuelle geforderte ünstetigkeiten müssen sich 
in der Differenz tp^ ~ ^, wegheben, da sie beiden Lösungen gleicher- 
maafsen eigen sind. Man kann also aus ii^end einem partikulären 
Integral, welches nur der PoissoN'schen Gleichung, aber nicht den 
Grenzbedingongen genügt^ jedes andere durch HinzufÜgung von Inte- 
gralen der LAPLAOE'schen Gleichung erhalten. In Gleichnng [87 b) 

ist dies geschehen: Das Eaumintegral über — befriedigt die 

Poisson-Gleichimg, die beiden folgenden Oberflächenintegrale genf^en 
der Laplace-Gleichung, weü sie Potentiale sind von Bel^^gen, die 
den Innenraum nicht besetzen. Die eigenthflmliche Bildung dieser 
beiden Zusätze ist nun aber eine Folge der besonders einfachen 
Form, welche wir der Hülfsfonction Uim. GBEKx'schen Satze gegeben. 

haben, indem wir sie = — setzten. 

Der Mathematiker wird die Gleichung (87 b) nicht für eine voll- 
gültige Integration der PoissoN'schen Differentialgleichung in dem 
abg^renzten Banmgebiet ansehen, denn, wenn die partielle 
Differentialgleichung im Intt^rationsgebiet Torgeschrieben ist, will er 
die Form der Lösung eindeutig angegeben sehen, sobald die Grenz- 
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bedingimgeD bekannt Bind. Danmter sind aber nur die Werthe der 
gesacbten Fnnctioii selbst Terstanden, welche an der Begrenzung 
Torgeechrieben sind. Wir baben aber aacb deren Differential- 
quotienteD nach der inneren Normale benfitzt, also eine Kenntnifs 
wenigstens des Anlaofs, den ip nimmt, wenn man tod der Begrenzung 
ins Innere dringt 



§ 27. Fortsetzung unter Verwendung der Green'schen 
Function, 

Es giebt eine im Princip der vorigen ganz ähnliche Behandliing 
des in Bede stehenden Problems, welche zur LSsnng der Aufgabe 
nnr die C^renzwerthe toq <p selbst erheischt, nicht auch die von 
d^ldn^; aber die EtUfsfimction U hat dabei nicht die ein&cfae 
Gestalt, welche wir ihr im Vorigen gegeben haben. 

Diesen Weg hat bereite Gbebk eingeschlagen, nnd man nennt 
defähalb die dazu taugliche Holfsfunction die QnEEH'sche Function. 
Um den rein mathematischen Beweis für ihre eindeutige Existenz 
haben sich Qacbb, Dibiohlet und andere Mathematiker verdient ge- 
macht, siehe § 30 8. 128. Doch kann man sich durch eine physi- 
kalische Vorstellung ohne Mohe die üeberzeugung verschaffen, dafs 
sie thatsächlich bei jeder Form der S&umbegrenzung und bei jeder 
Lage des inneren Punktes (a, b, o) gefunden werden kann und nur 
in einer einzigen Art ihres Verlaufes gefunden werden kann. Daifi 
man sie durch dnen expliciten Rachenansdruck angeben kann, soll 
damit nicht gesagt sein, dies gelingt nur bei besosdera regelmäfsiger 
Öestalt der Begrenznngsfläche. 

Die G)KEEN*Bche Function U soll folgende Bedingungen erfüllen: 
1. In dem Punkte (o, b, o), in welchem man den Werth von q> sucht; 
soll sie unendlich werden in ganz derselben Weise, wie die im 

vorigen Paragraphen benutzte Function — . 2. Im ganzen tlbrigen 

Innenraom soll sie der LAPLAOB'scben Differentialgleichung A U" 
gentigen. 3. An der geschlossenen Begrenzsngsääche soll sie überall 
den Werth U^Q haben. Den Verlauf dieser Function U ver- 
anschaulicht uns folgende phTsikalische Vorstellung: Wir denken 
uns alle die Ladungen, von denen gc herrDhrt, fortgeschafFt, denken 
uns femer den abgegrenzten Baum als eine Höhlung in einem 
metallischen KOtper, oder wenigstens umhQllt von einem metallischen 
Mantel, deaeen innere Wandang die Orenzfläcbe bildet In den 
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Funkt (o, b, e], welcher irgend wo in der Höhlung liegt, stellen wir 
iaolirt eine Ponktladung -f 1 und verbinden die MetaUoberfl&clie 
leitend mit dem ErdkSrper, den wir als ODeodlicli groben Leiter mit 
dem Potentialwerth ansehen dürfen. Dann stellt sich ein ganz 
bestimmter elektrostatischer Buheznstand her. Negative Qaanta, 
herbeigezogen durch die podtiTe Funktladung bedecken in ganz 
eindeutig bestimmter Dichtigkeitsrertheiluiig der Fläcfaenbelegung 
die innere Uetallwandung, und es besteht in dem Hohlraum ein 
^ektriaches Feld, dessen Potential nichts anderes ist, als die 
QsEEK'sche Function. Die erste Bedingung wird durch die Ponkt- 
ladung befriedigt; die zweite dadurch, da(s der Hohlraum im Qbrigen 
leer gedacht wird, die dritte endlich durch die leitende Verbindung 
der Hfille mit der Erde. Ueber die mathematiBche Darstellung 
I&Tst sich im ÄUgemeineu nur so viel aussagen, dala die G-BBSN'sche 
Function in die Form gebracht werden kann: 

U=—-ü'. (88) 

Der erste Summand, die einfache HtÜfsfiinction des vorigen 
Paragraphen, besorgt das ünendlichwerden in dem ausgewählten 
Punkt (a, b, c) und befriedigt im Ubii^n Kaum die LAFLACs'sche 
QleichuQg. Der hinzugekommene Summand — Ü' hat die Aufgabe, 
die Function an der Oberfläche auf Null herunter zu drücken, ahne 
ihre übrigen Eigenschaften za stiren. Bezeichnen wir also mit f 
den Abstand der einzelnen OberÖächenelemeute von dem ans- 
geirählten Punkt im Inneren, so muTs U' an der ganzen Oberfläche 
die Werthe besitzen, welche durch 

Ü' = -J— (88 a) 

vorgeschrieben sind. Im inneren Baum aber muTs V, stetig an V 
anknüpfend, überall der LApLAOE'echen Differentialgleicbnng genügen 
ohne jede Aasnahmestelle, ganz wie ein Potential in einem ^nzlich 
leeren Baume. Das Problem der Auf^ndung der GBKXn'schen 
Function ist hierdurch zurückgeführt auf das einfachere, eine Func- 
tion ü' zu bestimmen, welche im ganzen inneren Baum ohne Aus- 
nahmestelle der LjiPLACB'Bchen Gtleichung gentigt und sich stetig 
einem voigeHchriebenen Verlauf an der Oberfläche anschmiegt In 
unserem Falle ist es sogar ein durch das einfache Gesetz (S8a) vor^ 
geschriebener Verlauf. Wir werden hei der Betrachtung des elektro- 
statischen Gleichgewichtes in Leitern auf das gleiche Problem ohne 
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die Besonderheit (88 a] stolzen, and debbalb die Betracbtimgeii 
darüber bis dahin Terachieben, zamal wir dnrch das beschriebene 
physikalische Bild von der eindeutigen Existenz von U, folglich auch 
TOD ü' ttberzeagt sind. 

Nus wesden wir, wie im vorigen Paragraphen, den GREEN'schen 

Satz in der Form [75 b) an, achneiden die Uoendlichkeitsstelle tod 

ü dnrch Engel Ton Badins g heraus und erhalten, entsprechend (87) 

(») 

rt) 

Diese sechs Integrale in der hier stehenden Reihenfolge nennen 
wir wieder I, II, m, IV, V, VL 

Der unterschied gegen die vorige Darstellung zeigt sich gleich 
im ersten Integrale, denn es ist jetzt 
I-O, 
weil ü an der Oberfläche gleich Null ist Deber IV ist nichts zu 
bemerken. In den beiden Kngelint^ralen ben&tzen wir (88). 
Dann wird: 

Beide Integrale Terecbwinden zugleich mit (), das erste ist identisch 
mit dem entsprechenden des rorigen Paragraphen, das zweite ent- 
hält noch eine Pot«nz mehr von der Terscbwindenden GrSlse q, 
während ü' an der Engel endlich bleibt Es ist also auch hier: 

n = o. 
T T * 1 TT w ö^ 1 err ^ , 

Im Intezr&le V ist -a— = = ~— zu setzen, also 

^ dr p* dr 

m (*) 

Das ente ist wieder identisch mit dem V des vorigen Paragraphen, 
das zweite verschwindet wegen des Factors q* and regulären Ver- 
laufe Ton -^— an der Stelle der kleinen Kogel, also ist 
V=-4«9.(^»,,,. 
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Endlich ist vegen der FolSBOK'Bclien DifFerentialglflicbiuig: 

und wegen der LAPLAOs'adien Differential^eicbang: 

VI=>0. 
Im Ganzen ist also, wenn m&n V allein auf die linke Seite stellt 
und dnrcli 4n dividirt: 

9'(^...)-///t7adxdyrf»+jJd,-^|^. (89a) 

Sind ao&er der Eanmdichtigkeit i noch Flächen TOrgeachrieben, 

an welchen ^ gegebene Sprünge machen soll, die man sich also 

mit bekannten Flächenbelegongen von der Dichtigkeit e geladen zn 
denken hat, so kommt zur rechten Seite noch ein Bitegral ftber 
diese TTnstetif^eitsflächen hiuzn von der Form: 



+//■'•.' 



Sind endlich anch Unendlichkeitastellen von <p YOigeschrieben, die 
Ton Punktladnngen e, . . . Cg • • . heirflhren, so kommt rechts noch 

+ 2 ^Se- 
in diesen beides erentneU hinzutretenden Termen sind fOr IT" die 
Werthe zn setzen, die an den Stollen der vorhandenen s nad e« 
herrschen, (unter Znlasaung des Frincips der Continnität kann man die 
s and e. als sehr dicht zusammengedrängte Baomladongen ansehen, 
dann &llen de mit anter das Baumintegral [69 a) und diese Gleichui^ 
ist ohne die eben angeführten Zns&tze voUständig.) 

E^ ist nun in Gleichung (89 a) gelungen den Werth Ton ip in 
jedem Punkte eines beliebigen Baomgebietes anzogeben, wenn die 
FoiBSON'sche Differentialgleichung, d. h. die Vertheünng ron t, and 
die Oberfl&chenwerthe Ton q> gegeben sind; sie stellt daher eine 
vollgültige Integration der Differentialgleichung dar. Zogleich sieht 
man, dalä es stets eine nnd nur eine passende Lösung giebt, weil 
es stets eine eindeutige GaEEK'sche Function U geben muls, deren 
Eenntnil^ allerdings dabei vorausgesetzt wird. 

Je weiter die Grenzen des Baumgebietes hinaasgeschohen werden, 
um so kleiner werden für Pankte im Endlichen die BetrSge 1/r, 



tun ao anbedentender wird zugleich damit auch die Function 17', 
wel<dte ja im Inneren ni^ends grSlser werden kann, als der hOchste 
vorkommende Wertii von 1/r, weil ein auanahmeloBes Integral 
der LAPLACB'Bcben Gleiclimig kein Uazimum haben kann. Bei un- 
begrenztem Baume geht daher die GBEEM'sche Function in die ein- 
&che Form CT'« 1/r des vorigen Paragraphen aber; die beiden 
G-leichungen (87 b) und {89 a] werden dann gleichbedeutend und 
geben: 

C r Cs-dxdydx 
f-'--}}) r ■ 

welchem eventaell bei Fl&chen- und Punktladungen noch hinzu- 
znfOgen sind: 

Die Oberflächenintegrale Über die unendlich ferne Begrenzung 
n&mlich vaiBchwinden in beiden G-leichungen, wenn rp in grosser 

Entfernung abnimmt wie . Dies dttrfen wir aber annehmen, 

wenn <f nur von Ladungen im Elndlichen herrOhrt 

g 26. Ein Satz von Gauss Über Potentiale in leeren 
Raumgebieten. 

Wir k&nnen an die E^twickelungen der beiden vorhergehenden 
Paragraphen einen Satz als besonders einfachen Sonderfall an- 
schliefsen, welcher von Gauss (Allgemeine Lehrs&tze 1840] ohne 
Benutzung des GssEH'schen Satzes abgeleitet wurde. 

Wir denken uns einen leeren Raumbezirk, in welchem ein 
Potential tp ezistirt, das dort natOrlicher Weise tiberall der Lapi^oe'- 
Bchen Differentialgleichung Jtp — genügt Als Begrenzung des 
Integrationagebietes denken wir uns in diesem Bezirk eine Engel- 
fläche vom Badins R, und als den Punkt [a, b, o], in welchem wir 
(p bestimmen wollen, w&hlen wir das Gentrum dieser Kugel. Die 
beiden SchlnJsgleichungen (87 b) und (89 a) leisten uns dabei gleich 
gute Diensta In beiden fallen die Kaomintegrale fort, weü nach 
Voraussetzung • =3 ist Betrachten wir zuerst (87 b) ffir diesen 
Fall: Im ersten nimmt der Nenner r den festen Werth R an, im 
zweiten ist: 

<^ <^ . , , 

—5 — ■• = — = — i> also =■-==-■ 

OB, dr r* S* 
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Es folgt daher, wenn wir den Werth im Ceatmm der Eagel 
mit (p^ bezeiclmeD: 

Das erste dieser beiden Integrale TerachTindet aber, weil die 
Kngel einen ladnogafreien Ranm enthalten soll 

Bei Verwendung der Qleichang (89 a) müssen wir erst die 
GBBEN'sche Function suchen. Diese wird b^ den ein&cben Be- 
dingungen dieser Aufgabe leicht gefondeo. Da nämlich Oberall 

1/r e IjR ist, ist auch 17' ^ -p- (im ganzen Kogelraom constant). 
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Es folgt also beide Male das gleiche Ek^ebnils: 

Diese Formel stellt <p^ dar als den arithmetischen IGttelwraih 
aller an der Eugeloberääcbe herrschendeD Werthe tod tp, denn 
(fd8<p Bummirt alle Flächenelemente der Kugel, jedes multiplicirt 
mit dem dort herrscbendeD Werth von tp, und der vorgestellte 
Divisor 4 n £* milst die gesammte EugelSäcbe. Wir haben hiermit 
den von Gaxtss gefundenen Satz abgeleitet, welcher in Worten so 
aosgesprocheD werden kann: ,Jn ladnngsfreien Kaumgebieten ist der 
Potentialwertb io jedem Punkte gleich dem arithmetischen Mittel 
der Potentialwerthe auf einer um diesen Punkt als Centrum gelegten 
Eagelfläche. Auf den Badins kommt es dabei nicht an, so lange 
nor die Eugel nicht in geladene Gebiete hineinragt". 

Mit Hülfe dieses Satzes kann man noch folgende principiell 
wichtige Eigenschaft der Potentialfelder nachweisen: Ist in einem 
endlicheD ladungsfreien Baumgebiet das Potential als constant er- 
kannt, so mufs es den gleichen constanten Werth anch über die 
Grenzen des Gebietes hinaus bewahren, so weit der ladungsfreie 
Baum reicht Den Beweis fährt man dadurch, dafs man Eugelflächen 
gelegt denkt, deren Centra noch in dem Gebiete li^en, in denen <p 
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aIb constant erkannt ist, wälirand die Oberflächen theilweise in un- 
bekanntes Gebiet hinausrageuj von welchem man nur veifB, data es 
leer von elektrischen Ladungen irgend welcher Art ist Wenn dann 
auf den hinaosragenden Flächentheilen das Potential andere Wertbe 
hätte, wie im bekannten Gebiet, so kSnnte der Mittelwertfa Über die 
Oberfläche nicht den Werth im Centnun ergeben, welches nodi ins 
innere Gebiet fäUt Die Ausflucht, dafs die variablen Antheile der 
hinausragenden Eugelcalotten sich g^^seitig vemichteik, ist wegen 
der ganz beliebigen Lage der Kugeln hinfällig. So kann man d&s 
bekannte Gebiet durch immer weiter vorgeschobene neue Kngel- 
flächen erweitem und schliefslich allen zusammenhängenden leeren 
Kaum dadurch fUr die E^keuntnifa des constanten Fotentialwerthes 
erobern. 

Anmerkung, Bine, wenn auch kleine, aber doch endliche 
Aasdehnung muTs bei dieser Beweisführung das ursprängliche Ge- 
biet haben, in welchem die Gonstanz des Potentials verbftrgt ist, 
sonst könnte man zu falschen SchlüBsen geführt werden. Wir er- 
wähnten früher (S. 97] die Möglichkeit eines Sattelwerthes des 
Potentials im leeren Baume zwischen zwei gleichgeladenen Punkten. 
An solfdier Stelle hat man allerdinge dnen verschwindend kleinen 
Baum, in welchem go nach keiner Bichtung hin ein GefiLlle zeigt, 
also constant erscheint Doch dürfte man dieses verschwindend 
kleine Gebiet nicht durch solche Eugelflächen-Taktik, wie wir sie 
vorher anwendeten, erweitem wollen. 



Zweitor AbBChnitt 
d-lelchgevleht der ElektrieltSt auf leitenden EOrpern. 

Bntm Kaptt«L 
Allgemeine Qrundsätze. 

§ 29. LeltßJhlgkelt und Influenztrbarkett, atlgemetne 
Bedingung des Glelcbgewlchts. 

Unter einem Leiter der E^ektricität oder einem Conductor ver- 
steht man, der Elr&hnmg entsprechend, einen Körper, in welchem 
elektrische Quanta ihren Ort verändern können, ohne den ponderablen 
Träger mitzunehmen, in welchem sie also gewissermaafsen flieJsen 
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kSnnen. Daher neimt mao die elektrischen Qnanta in Leitern aach 
wohl Flnida. Die Ursache des eintreteodeo Flielaens oder der Fort- 
leitong ist immer das Wirken einer elektrischen Kraft, welche die 
Quanta nach ganz demselhen Grundgesetz angreift, welches wir za 
Anfang des ersten Abschnittes aufstellten, nur mit dem Unterschied, 
daTs hier nicht die Träger der Ladnngeo angegriffen werden, also 
keine ponderomotoriechen Wirkungen erzeugt zu werden brauchen. 
Uan nennt de&halb die elektrische Kraft in diesem Falle zum ünter- 
echiede von dem vorigen auch elektromotorische Kraft Sin 
begrifflicher Unterschied besteht aber nicht zwischen beiden: Die 
Vorstellung des elektrischen Feldes mit seiner Potentialfunction gilt 
hier ebenso, wie vorher. Aber eine Erweiterung der VorateUang 
von den elektrischen Qnantis ist jetzt nStbig. 

Mit dem Worte Quantum soll doch ansgedrtlckt werden, dafs 
man es mit einer unzerstörbaren und unTermehrbaren QrOise zu 
thon hat, welche in leitenden Körpern nur die Freiheit hat, ihren 
Sitz zu verändem. Die ünveAnderlichkeit des Ladnngsqnantums 
kann man nnn bei einem gut isolirten Conductor auch noch nach- 
weisen, so lange man äufsere elektrische Et&fte fernhält Kann 
man die (Jestalt des Condnctors verändern, so verilndert eich zwar 
die Anordnung seiner Ladung, aber die G-esammtmenge der ihm 
mitgetheüten Eilektricit&t bleibt onveiftndert, wenigstens kann man 
deren früher oder später bemerkbare Abnahme immer befriedigend 
erklären durch mangelhafte Isolirung oder durch Leitiähigkeit der 
Luft, welche den Conductor nmgiebt. Die mitgetheilte Ladnng 
besitzt dabei immer auf allen Stellen des Condnctors gleiches Vor- 
zeichen. Bringt man aber diesen Conductor in ein hinreidiend 
starkes elektrisches Feld, so kann man beobachten, dafs er an ver- 
schiedenen Stellen entgegengesetzte Ladungen zeigt, von denen die 
eine beider Arten vorher nicht xa beobachten war, also neu ent- 
standen sein mufs. Auch zeigt die vorher vorhandene Art jetzt 
grölseres Quantum. In gewöhnlichem Sinne kann man also nicht 
von Unvennehrkeit der Ladung sprechen, doch bestätigen alle Er- 
fahrungen, daTs stets gleich grofsa Mengen positiver and negativer 
Ladungen entstehen, so dafs man die Constanz der Elektricitäts- 
mengen auf einem isolirten Condactor gewahrt findet, wenn man 
unter Menge die algebraische Summe der positiven and negativen 
Quanta versteht Man kann die Vorstellung von dem substantiellen 
Charakter der elektrischen Ladungen angesichts dieser Erscheinungen 
nur mit einer gewissen Gewaltsamkeit retten, welche unser An- 
schanungsbedOrüaifs nicht recht befriedigt Man nimmt nämlich an. 
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Aa& Bich in allen Körpern gleichgrorse Quanta der beiden entgegen- 
gesetzten Elektricitäten in unersct&pflicher Menge überall bei 
einander befinden, ohne doTB deren G^egenwart sich durch irgend 
etwas ven^th, weil die entgegengesetzten Wirkungen der positiven 
und negatiTen Fluida sich neutndisiren. Ans diesem Yorrath 
treten, durch irgend welebe Processe von einander getrennt, die 
einzelnen positäven und negativen Quanta — immer beide in gleichen 
Mengen — hervor in die Erscheinung, man kfinnte sagen, in die 
Wirklichkeit, um gel^entlich bei anderen Processen wieder zusammen- 
znäielsen zu „Nichts", denn das ist in der That der sich durch 
keinerlei Wirkungen verrathende unerschöpfliche Yorrath. Wenn 
man das Unbefriedigende der Hypothese, dafs zwei Substanzen von 
polar entg^engesetzten Eigenschaften sich vernichten sollen, als 
unvermeidlich hinnimmt, ao erklärt im Weiteren diese Auffassung 
die Phänomene in befinedigender Weise. Man kennt keinen Procefs 
der Elektricit&tserzengnng, bei welchem nicht gleichgroße Mengen 
positiver und n^ativer Ladungen gebildet werden. Dies gilt auch 
von der filtest-bekannten Elrzeogung durch Beibang zweier ver- 
schiedener Körper, imd hier begegnen wir bei der Betrachtung eines 
Gonductors, der in ein änfseres elektrisches Feld gebracht wird, 
einer zweiten davon verschiedenen E^tatehungsweise. Die firei be- 
weglichen, einander neutraligirenden, beiden Floida werden durch 
den Angriff der äoiseren elektrischen Kraft in entgegengesetzter 
Bichtung fortgefBhrt, die positiven in Richtung lallenden, die negativen 
in Richtung steigenden Potentiales. Dadurch werden beide rftomlich 
getrennt, und änfsem als reelle Ladungen ihre charakteristiBchen 
Wirkungen. Dafs diese Trennung bei elektrostaüschen äuTseren 
Kräften za einem bestimmten Gleichgewichtszustand führen moTs, 
nachdem endliche Mengen positiver und negativer Elektricität von 
einander getrennt worden sind, werden wir bald beweisen. Man 
nennt diese Trennung „Liäuenz". Besteht der Conductor aus zwei 
geeigneten trennbaren Theilen, die sich einzeln isoliren lassen, so 
kann man nach Eintritt des Gleichgewichts die positiv geladenen 
Regionen für sich abheben, und die negativen ebenialls, und sie aus 
dem erzeugenden Felde and aus der Nachbarschaft der anderen 
H&tfte wegbringen und erhält so zwei mit entgegengesetzt gleichen 
Quantifl beladene einzelne Condnctoren. Die Liflaenzmaschinen sind 
nichts als Apparate, welche durch eine drehende Bew^^ong ihrer 
Theile fortgesetzt und continuirlich diese beiden Akte wiederholen: 
Trennung der Elektricitäten durch Inäaeoz und räumliche Trennung 
der damit beladenen Conductoren. 
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So lange im Inneren eines Leiters elektrische Kraft herrscht, 
findet TreDnong und entgegengesetzte Fortftkhnmg beider Elektrici- 
t&ten statt, es besteht kein BnhezuBtand. Die getrennten Ladungen 
aber erzengeo eis eigenes neues Feld, Teiches eich dem ur^chlichen 
änfeeren Felde snperponirt und dieses achw&cht Bnhe kann erst 
eintreten, wenn das änfsere Feld im ganzen Innenraam des Leiters 
gerade aoi^ehoben wird durch das Feld der indaenzirten Ladungen. 
Sobald dieser Zustand eingetreten ist, h&rt die Trennung auf und 
es besteht Bnhe der Ladungen, welche so lange währt, als das 
äoleere Feld onTer&ndert gelassen wird. Nun sieht man sogleich 
ein, daTs bei diesem Ruhezustand im inneren Baam des Leiters 
sich keine Ladungen halten kfinnen, denn diese wQrden um sich 
hemm immer ein Feld erzeugen, und zwar ein solches, welches auf 
keine Weise durch das &uf^ere Feld aufgehoben werden kann. Die 
durch Influenz getrennten Quanta wie auch die dem Leiter eventuell 
Ton An&ng im üeberschuTs mitgetheilte Ladung mdssen also im 
Q-leichgewicbtsznstand bis an die Grenzen des Leiters gerückt sein, 
dessen Oberfläche sie in einer bestimmten 7ertheilung der Fläohen- 
dicbtigkeit belegen. 

In „guten" Leitern, zu denen namentUch die Metalle and das 
für gewöhnlich immer mit Spuren Ton gelösten Salzen behaftete 
Wasser und auch feuchte, d. h. mit Wasser durchtränkte Stoffe ge- 
hören, geschieht die zur elektrischen Bähe führende Dislocation der 
Fluida in so aofaerordentlich kurzer Zeit, dafa sie bei mäfsiger 
Ausdehnung der Conductoren überhaupt nicht direct beobachtet 
werden kann, vielmehr den Eindruck einer momentanen Wirkung 
macht Es bestehen indessen zwischen den guten (Tollkommeuen) 
Leitern und den rollkommenen Nichtleitern oder Isolatoren Zwischen- 
stufen: Körper, in denen die hier allgemein charakterisirte elektro- 
statische Dislocation den äufseren Feldkiäften nicht momentan folgt, 
sich aber nach einiger Zeit herstellt In die Klasse dieser Halbleiter 
gehören streng genommen alle wirklichen Körper, doch nähern sich 
ein^e Gruppen sehr stark den beiden idealen Grenzfällen. Dafs 
sich in den sogenannten Tollkommenen Nichtleitern und auch in den 
schlechten Halbleitern, in letzteren lange vor Eintritt der Buhe durch 
Leitung, momentan ein anderer merkwflrdiger Zustand ausbildet, 
den man als dielektrische Polarisation bezeichnet, soll ans hier noch 
nicht beschäftigen. Wir betrachten hier den deflnitiTen Bahe- 
zustand, der durch Freizügigkeit beider Mektricitäten in den ganzen 
ausgedehnten Körpern zu Stande kommt Dieser ist nnabhäogig 
davon, wie gut das Leitrermögen ist, oder wie lange es dauert^ bis 
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er erreiclit ist Es kommt dabei nur an auf die Gestalt des 
Leiters, auf die ihm mitgetheilte Ladung und auf das influenzirende 
äo&ere Feld. 

Wir mflssen doq die G-leichgewichtsbedingnog mathematiscli 
formuliren. Das Verscbvinden der elektriadien Eraft im Inneren 
des Leiters fordert daselbst constantes Potential bis an die Ober- 
fläclie, velche an vollkommen nichtleitende Substanzen, Isolatoren, 
feste, SOssige oder gasförmige, zu denen auch das möglichst toU- 
kommene Vacuum zu rechnen, angrenzt An der Berührungsfläche 
zweier chemisch verschiedeuer Leiter hat man allerdings SprOnge 
der Potentialfunction nachgewiesen, welche auch im Bnhezustand 
gewahrt bleiben. Solche Potentialsprünge stQren aber nicht die Gleiche 
ge Wichtsbedingung, wenn nur das Potential zu beiden Seiten kein 
Gto&lle besitzt. Man kann sich in solchen BerQhmngsflächen von 
dem hier Toi^etragenea Standpunkt ans Doppelschichten denken, 
deren Femwirknng ja nach früheren Auaeinandersetznugen eine ver- 
schwindende ist Zonftchst sehen vir aber Ton solchen fQr die 
EHektroataük nnwesentlicheu Complicationen ab und betrachten 
einen begrenzten homogenen Leiter, welcher in ein gegebenes äufseres 
elektrisches Feld gebracht ist Das Potential dieses Feldes, wenn 
der Leiter nicht darin liegt, sei tp. Ea rühre her Ton festen 
Ladungen, die jedenfalls den Baum, in welchen der Leiter gebracht 
werden soll, leei lassen, so dafe dort überall Jqp = ist Nun 
kommt der beladene oder unbeladene Conductor, Tollkommen iaolirt, 
in eine bestimmte Stellung im Felde und die Yertbeilong der 
Ladung, eventuell auch die Trennung der verbundenen Fluida stellt 
sich her. Der Gleichgewichtszustand wird nicht gestört, wenn wir 
die frei beweglichen Fluida, welche die Oberfläche des Conductors 
nun ruhend bedecken, uns als onverrflckbar an ihren Orten fest- 
gehalten denken. 

Dann können wir das &ufeere ursächliche Feld weggenommen 
denken und der Conductor mit der auf ihm fixirten Ladung bleibt 
allein zurück. Diese Oberflächenladung für sich allein bewirkt ein 
elektrisches Feld sowohl im Inneren des Leiters wie im äoäerra 
Raum. Das Potential dieses Feldes sei ^'. Es muTa wegen der 
Abwesenheit i^nmlicber Ladungen innen und aulseu bis an die Ober- 
fläche heran der Differentialgleichung J<p'=0 genügen. Die auf 
der Begrenzung angesammelten Flächenladungen werden aber die 
uns bereits bekannten Sprünge der DiETerentialqnotieDten dtj/jdn 
hervorbringen. In Wirklichkeit besteht nun das äufsere Feld zu- 
sammen mit dem von der Oberflächenbelegung herrührenden. Die 
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beiden PoteotialfunctioneD cp and tp' euperponireii sicli überall dnrcb 
algebraische Addition, es herrscht defshalb im Raam das Potential 
(p + ip' und die Gleichgewichtshedingung besteht darin, dafs fUr das 
zasammenhängende Innere des Gondnctors bis zu dessen Ober- 
üäche gilt: 

cp + ^'= Constans. (91) 

Der Werth der Gonstanten wird hierdurch nicht bestimmt Wird 
das Potential ip des äufseren Feldes ohne disponible additive God- 
stante angegeben, etwa in der bestimmten Form ^t/r, so kann die 
Unbestimmtheit des Werthes in der Oleichgewichtsbedingnng (91) 
nur daher rUhren, dafs nicht angegeben ist, wie grofs die dem 
Conductor eTentaell mitgetbeilte Ladung ist Wir können aber 
diese Unbestimmtheit abspalten, indem wir qo' in zwei Sammanden 
zerl^en: 

»p- 9"+V'" 
und fordern 

q, + qp"=i (91a) 

qo'"- Conat (91b) 

für das Innere des Conductors bis zor Oberfläche. Dadurch wird 
die sich auf dem Condnctar bildende Oberfl&chenbel^nng anlgefafst 
als algebraische Sanmie zweier Terschiedener Belegungen, welche 
einzeln die Potentiale <p" und ^"' herrorhringen wUrden. Man kann 
aach leicht erkennen, unter welchen Bedingnngen diese beiden ein- 
zelnen fielegnngen sich in Wirklichkeit herstellen können. Die 
Belegung, die q>" erzengt, bildet sich, wenn der Condactor im in- 
flaenzirenden Felde zur Erde abgeleitet ist, weil dann der Fotential- 
werth auf ihm = ist, wie (91a] fordert Die andere Belegung, 
welche ^"' erzeugt, bildet sidi, wenn man dem isolirten Conductor 
eine passende Ladong mittheilt und das äuXsere inflaenzirende Feld 
fortnimmt. 

Beide Theüe, tp" und ^"', mllssen einzeln innen und aufsen 
der LA¥iii.0B'schen DifTerentialgleichung genUgen, ihre DifTerential- 
qnotienten nach der Kormale der ConductoroberfillGhe besitzen die 
den Flächendichtigkeiten e" und «'" entsprechenden Sprünge. Im 
äufseren Baum in unendlicher Entfernung müssen qt" und ip"' als 
Potentiale endlicher, in beschränktem Bezirk angeordneter E^ek- 
tricitätsmengen verschwinden mindestens wie Äfr, Durch diese 
Eigenschaften ist das Oleichgewichtaproblem der Elektricität auf 
einem Leiter mathematisch vollkommen bestimmt Wirkliche 
explicite Lösungen durch Berechnung zu finden, ist nur ffir be- 
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soDders einfache Qestalt des Condactors gelnngeo, nameDÜicli tHi 
die Engelgestali 

DaTa sich stets ein eindeutig bestimmter Bubezustand herstelleo 
mofa, wie die E^rfahnuig zeigt, läl^t eich theoretisch beweiaeu. Dieaeii 
Nachweis, im WeBentlichen ao, wie er toq Gaubb gegeben worden ist, 
wollen wir im nächaten Paragraphen führen. 

§ 80. Es glebt steta eine eindeutige LSsung des 
Glelchgewichtsproblems. 

In den soeben au^ateüten Bedingungen findet sieb ein Pleo- 
nasmoa. Die Gleichung (9Ia) fordert, dafa im ganzen Baum dea 
Condnctora rp" =— (p sein aoll. Andereraeits fordert die Leerheit 
dea Inneren an Ladungen die ausnabmalose ErfOllung der Gleichung 
A ff>" =3 0. Dieae iat aber bereits dadurch befriedigt, daCs an- 
genommen werden muTste, d^ äufaere Feld habe in dem fUr den 
Conductor zu reaervirenden Baumgebiet keine Dichtigkeiten, woraus 
fOr dieaea Gebiet Atp = 0, folglich auch A{— «p] == A(p" = sich 
et^eht Ea soll nun zuerst gezeigt werden, dafa es genügt, die Be- 
dingung (91a) nur für die Oberfläche dea Conductora zu fordern, 
dafa der Verlauf durch das Innere dann durch die LAPLACB'ache 
Gleichung immer und nur auf eine einz^e Weise bestimmt ist. 

Bei der Willkttrlichkeit dea äufaeren Feldes bilden die Werthe 
TOD (— 9d) an der Oberfl&che des Conductora irgend eine beliebige 
stetige Werthrertheilung. Dieser mufs auch ip" sich anschliefsen. 

Nun wollen wir, anknüpfend an diese TOFgeschriebenen Ober- 
fiächenwerthe, die Function ip" stetig durch das Innere des Baumes 
fortsetzen. Daa geht auf unendliche viele Terachiedene Arten. 
Denken wir nämUcb auf der Oberfläche Cmren gezogen, welche 
Funkte gleichen Werthes Ton ip" verfolgen (ea sind dies die Schnitte 
der Conductorfläche mit den Nireauflächen dea uraächlichen äu&erea 
Feldes). In dieae geschlossenen Ourven ala fest vorgeacbriebene 
Bahmen kann man nun beliebige gekrümmte Flächen einsetzen, 
welche das Innere des Baumes durchqueren, ao dafa sie einander 
nicht schneiden und um so ähnlicher verlaufen, je näher benachbart 
sie liegen. Auf jeder dieser Flächen aoll tp" denaelben Werth be- 
sitzen, der auf ihrem Bahmen vorgeschrieben ist So erhält man 
in jedem Falle eine stetige Fortsetzung der Function q>" durch den 
inneren Baum. 

Die ertlichen Schwankungen der Function können dabei be- 
liebig grois gemacht werden. Hat man irgend einen Verlauf an- 
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gesetzt, 80 kann man immer einen noch Terändwliclieren daraoa 
machen, indem man die hegchriebenen Flächen enger znsammen- 
drängt nnd ihnen daftlr einen faltigeren Verlauf giebt £äne obere 
Grenze für die Kranaheit des abrigenB immer noch stetigen Ver- 
laufes der Function ist gar nicht zu erreichen. Wohl aber kann 
man nach einem möglichst glatten Verlauf Iragen, welcher sich stetig 
angchhefst an die beliebig TorgeschriebeoeD OberSächenverthe. Ver- 
änderlich mnTs (p" anf jeden Fall sein, denn ein constanter Werth 
wOrde unstetig gegen die G-renzverthe stofsen. Es handelt sich jetzt 
nm die AnfBndung einer matbematiBch definirten GrOfse, welche sich 
mit den noch unbestimmten B^riffen der Eraosheit oder der Glätte 
Ae^A Die Veränderlichkeit des Werthes einer stetigen Function im 
Baume ist nm so gröfser, je grfifser ihre Differentialqnotienten nach 
den Coordinaten an der betreffenden Stelle sind. Dabei kommt ea 
nicht darauf an, ob sie oegaüv oder positiv -sind; bei greiser Eraos- 
heit werden die Vorzeichen Ton Ort zn Ort lAn£g wechseln. Wollte 
man daher aber diese Differentialqootienten snmmiren, so würden 
sich die Beträge gegenseitig Temichten, und die Summe oder das 
Integral wäre kein Maalsstab fUr die Verilnderlidikeit in einem end- 
lichen Bezirke. Dies vermeidet man, wenn man die Quadrate dar 
DifTerentialqnotienten snmmirt, denn diese sind immer positiv. Wir 
stellen daher als Kaafs der Eransheit von qp" das Eanmintegral 
Aber die Summe der Quadrate der Differentialquotienten auf, und 
geben diesem ans Gründen, die wir bald einsehen werden, den 
jedenfalls die Betrachtung nicht störenden Divisor 8n, betrachten 
also folgenden Ansdrack: 

Das Integral ist Aber den ganzen Conductorraum zn erstrecken, 
dessen Volumelement mit dr bezeichnet ist 

Suchen wir nun einen mögUchst glatten Verlauf von ip", so 
heifst das, wir suchen einen solchen, fttr den ein Mitiimnm wird. 
Mindestens ein solcher mufs exiatiren, denn fl> ist stets positiv, 
könnte nur = werden, wenn im ganzen inneren Baume (p" constant 
ist, was sich aber nicht mit dem stetigen AnschluTs an die Ober- 
flächenwerthe verträgt Die allgemeine Bedingung des Elintretens 
eines Maximums, Minimums oder Sattelwertbes fordert, dals die 
Variation des Integrales verschvrinde. Bei der Bildung der Variation 
haben wir an jeder Stelle des Raumes den Werth von (p" um föne 
beliebige verschwindend kleine Gröfse Sip" zn verändern, doch so, 

H. T. HiLKBOLn, ThsttM. Fhjilk. Bd. IV. 9 
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d&fs der verftoderte Verlauf ebenfalle ein steüger ist und sich an 
die TOrgeBchriebeoeD Oberä&dienTerÜie ebenfalls stetig auBchmiegt 
Damm mnls Sif" eine stetige Banmfimction sein, welche aberall an 
der Baumgrenze Null wird. Ancb die Ranmgrenzen, d. h. die Gestalt 
des Condnctors wird von der YariatioD nicht Ter&ndert. Die Variation 
Ton tf> ist deMalb anter dem IntegrabieicheQ an der geBcbweiften 
Klammer aasznfObreo nach dem Schema: 

M.ä^_2^.«|?l. (92.) 
ax dx dx ox ^ ' 

Die in dieser Oleicbnng voi^nommene Vertanschong in der 
Reihenfolge der Operationen 3 und dfdx rechtfertigt sich dadurch, 
dalä die Variaücoi des DifFerentialquotienten nur eise Folge der 
VariatioQ der Function selbst ist Es ist idmlich begrifFlich ganz 
primiÜT folgendermaaTsen : 

Fohrt man das Bioomqnadrat aus und Temachlässigt das in zweitem 

Grade verschwindende [ ^ 1 » so bleibt nur das übrig, was in 

Gleichung (92 a) angegeben ist 

Die Variation von 4> lautet nun: 

Auf die rechte Seite dürfen wir den QsEEH'schen Satz anwenden, 
denn sowohl tp" wie d<p" sind Baumfnnctionen, welche den Be- 
dingungen seiner Anwendbarkeit genügen, wenn man nach S<p" 
integriren wiU. Setze also in Gleichung (75) U~4p", V=sSfp" 
und es folgt die Gleichung: 

Das Oberfiächenintegral dieses Ausdrucks verschwindet, weil die 
Variation Stp" an der Baumgrenze verschwindet; es bleibt nur das 
Baamintegral übrig als Aosdrack fBr j <I>. Das sicherlich ezistirende 
nnd hier gesuchte tp", fUr welches die Erausheit ein Minim um, mit- 
hin Stp — wird, mufo also der Bedingung genügen 

-~ /TTdT.^y''. Jy" - 0. (92d) 
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Angenommen, es wgj-e bei dem geBnchtenYerlanf der Function^" 
mOglich, dafs A(f" BtellenweiBe oder überall toh Null abvicbe, so 
könnte man bei dem willkürlich gelasseoen Verlauf der Variation 
dem Int^randen in jedem Yolomelement ein positives Yorzeit^en 
aichem, ohne die Stetigkeit der VariatioD zu verletzen. Die Variation 
bianchtd nur gleichartig mit dem Afp" durch Null hinduTcbzugeheo. 
. Dadurch wfiide aber bewirkt, dafe die linke Seit« von [92 d) wesent- 
lich voD Null verschieden wird, weil sie aus lauter gleichstinuuigen 
Summanden best^i Das ist gegen die Forderung. Also mufs 
J^d" <B sein fOr den glattesten Verlauf von if". Die logische 
Consequenz ist also folgende: Da es notbwendig eine Function (p" 
geben mab, welche bei vorgeschriebenen OberÖächenwerthen zu 
einem Minimum machte so mafs es auch nothwendig eine Function 
(dieselbe = tp") geben, welche im ganzen Kaume der ZjAfLACB'schen 
Difierenti&l^eichnng genügt. 

Es fehlt unserer Beweisführung noch der Nachweis der Eindeutig- 
keit, der nun folgen soll. Wir nehmen an, es gäbe zwei verschiedene 
Verläufe, denen ein Minimum der Krausheit zukommt. Für beide 
Functionen mafs dann gelten, daTs sie ausnahmelose Integrale der 
LAPi^OB'schen Difi'erentialgleichung sind, und an der Oberfläche des 
Cooductors stetig in die dort vorgeschriebenen Werthe übergehen. Ihre 
Differenz mufs also an der Oberfläche = sein und mufs im ganzen 
Innenraum der LAfLAC&'echeu Differentialgleichung genügen. Das 
ist aber auf keine andere Weise möglich, als daJä die Differenz im 
ganzen Innenraum » ist Dies geht ohne Weif«res aus G-leichung (83) 
hervor, wenn man in derselben ^ 90 die hier angenommene 
Differenz einsetzt Es giebt also nicht zwei verschiedene Ver- 
läufe, welche d4>= machen, sondern nur einen und stets einen. 
Damit fällt auch die vorher noch mögliche Bedenklicbkeit fort, 
ob die Bedingung ^ tfi = wirklich zu einem Minimum von 
führt, nicht etwa zu einem Maximum oder Sattelwerth. Denn ein 
Minimom muls ^stiren, die übrigen Sondererscheinungen könnten 
höchstens hinzutreten als weitere Möglichkeiten, die aufserdem noch 
bestehen. Da aber aofser der einen Lösung keine andere bestehen 
kann, so liefert diese das Minimum. 

Dun^ diesen Beweis ist auch die eindeutige Bbustenz der 
GBEBN'schen Function mathematiach begründet, während wir uns in 
% 27 mit einer Veranschaolichnng begnttgten. Nämlich die damals 
mit ET" bezeichnete Function sollte an der Oberfläche des Inte- 
grationsraumes vorgeschriebene Werthe besitzen, welche durch \\f 
gegeben waren, und im ganzen Innenraom der LAfi^cB'schen 
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Differentialgleichang folgen. Das ist also ein besonderer Fall des 
hier behandelten Froblems. 

Nnn haben vir weiter in beweisen, dals die Fnnctioo tf" im 
ganzen Raome aolserhalb des Conductors eindeutig bestimmt ist 
durch die Angaben, dafs sie erstens an der Oberfläche des Condao- 
tors einen Torgeechriebeneo Verlauf hat, daTs sie zweitens überall 
der LAPiiAOB'sdien Gleichung folgt, nnd dafs sie drittens in grofser 

Feme abnimmt wie — ,- wo A eine endliche Gonstante ist. Der Be- 
weis wird in ganz derselben Weise geftlhrt, wie f&r den inneren 
Baum. Wir suchen einen stetigen Verlauf, t&r welchen der Aus- 
druck ein Mjnimnm wird, also S (f> verschwindet. Als Integrations- 
raom ist dabei diesmal der ftnlsere Baum zu nehmen, welchen wir 
begrenzt denken durch eine Engelä&che Ton so grofsem BiadiaB R, 
data ^" dort gleich A\R gesetzt werden dar£ Die Variation S^p" 
hat man dann sowohl an der Gosductorfläche als auch an der fernen 
Engelfl&che <= zu setzen. Die Umformung von S ^ mittels des 
QsEEiT'Bchen Satzes liefert dann noch ein Oberfl&chenintegral Qber 
diese Kugel, welches aber ebeu&Us verschwindet^ so dafs sich auidi 
hier ergiebt, d&Is der Verlauf, welcher 3 zum Verschwinden bringt 
zugleich der Bedingung Jg>"=0 genügt Aach die E^deutigkeit 
dieses Verlaufes ist ebenso zu beweisen wie vorher. Ein Umstand 
indessen bedarf einer besonderen Betrachtung. 

Wenn von einem Minimnm von tf> die Bede sein soll, so mofo 
<Ii selbst endlich sein und bleiben, anch wenn man die ferne Eugel- 
fläche unendlich weit hinaasrflckt Nnn kann man selbst auch 
nach dem GsxEN'schen Satze umformen, wie wir das bereits in § 25 
gethan haben. Es ist dann: 



■jiJSf"Tk''"^!H''" ''">''''■ 



Das Banmintegral verschwindet wegen A ip" — 0. Das Oberflächen- 
integral zerfällt in einen endlichen Tbeil Über die Gonductor- 
fläche nnd einen noch fraglichen Theil über die ferne Kugel- 
fläcbe. Die Flächenetemente dieser Engel sind ds « R*da, femer 

ist dort qp"" -=- und ~ ^ — ™ ■^- " -pf » mithin das Eugel- 

fiächenintegral 



"sTriisf* 
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Dies Tenohvüidet aber fflr A « oo, und redncirt äch auf das 
Integral über die Condactoroberfläclie, ist mitbin endlich. Der Äns- 
dmck 0, integrirt über den ganzen Baiun, Bowobl den inneren im 
Condnctor, wie den änTseren, stellt, wie wir schon früher erwähnten, 
die elektrische Einergie dar derjenigen Flächenbelegang, tod welcher 
daa Potential (p" herrOhrt, und wir haben jetzt gesehen, dab die 
öleicbgewichtsbedingongen zn demjenigen Verlaof fOhren, fOr welchen 
ein Minimum ist, sowohl innen wie anlsen. Dadurch sind die 
O-leichgewichtszustände, ebenso wie die der Mechanik an ein Mini- 
mnm der potentiellen Enei^e, hier an ein Minimum der elekixischen 
Enei^e geknüpft. 

Yon der abgespaltenen Poteutialfnnction <f"' haben wir nor zu 
sagen, d&fs ihre Äoffindang ein besonders einfacher Specialfall des 
hier bereits behandelten ist Es soll tf'" so bestimmt werden, dals 
es in dem Condnctor einen oonstanten Werth hat (auf der „Oberfläche 
des Gondacters" wfirde genügen) im ganzen Baum der Bedingung 
A tf'" •■ folgt und in groleer Entfernung verschwindet redprok dem 
Abstand. 

Hiermit ist der mathematische Nachweis geführt, dafs es stets 
eine und nur eine Gleicbgewichtsvertheilung auf einem Condnctor 
giebt, der in ein gegebenes äuTseres Feld gebracht wird. In den 
Fällen, wo es gelingt, die Function tp' •= xp" + (p'" explicite zu be- 
rechnen, findet man die Oberfiächenbelegung e' des Condactors dann 
aus der uns schon bekannton Formel 
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BweitM E»pltaL 
Theorie der elektrischen Bilder. 

§ 31. Kugelförmige Conduotoren. Zwei Methoden zur Auf- 
findung des elektrischen Gleichgewichts. 

Der im vorigen Paragraphen gelieferte Nachweis giebt keinen 
Weg an, wie man im einzelnen Falle die Vertheilong der £3ektri- 
citiLt auf dem Leiter und das dazu gehörige Potential finden kann. 
Solche Wege zur vollständigen LSsong des Problems hat man nur 
fttr einzelne besonders einziehe Gestalten des Leiters gefunden. Für 
die Kngelgestalt aber besitzen wir zwei verschiedene Methoden, die 
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zom Ziel führen und je nach der Stellung der Angabe ihre reiv 
schiedeoBD Vorzflge bieten. Die eine Methode, die wir zuttoA be- 
trachten wollen, und welche namentlich dann von Nutzen ist, wenn 
das äuTsere inSaenzirende Feld dorch festliegende bekannte elek- 
trische Qnanta angegeben wird, ist gegründet auf die Theorie der 
elektrischen Bilder, einer reciproken Abbildung der änfseren festen 
Ladungen durch ein System von inneren nur gedachten Ladungen, 
deren Wirkung im äufseren Baum aber diejenige der entstehenden 
Gleichgewichtsvertheilung Tollkommen ersetzt Durch das Prindp 
dieser Abbildungen gelingt es dann noch weiter, ans bekannten 
GleichgewichtsTertheilnngen neue abzuleiten. 

Die andere Methode, welche bei beliebig Torgeschriehenem 
Potential des influenzirenden Feldes den Vorzug verdient, benützt 
die Theorie der Kogelfunctionen. Durch eine Summe — eventuell 
eine unendliche convei^irende Eeihe — solcher Eugelfnnction kann 
man erstens jeden beliebigen Wertbverlauf auf einer Kugelfläche 
darstellen, zweitens aber kann mau diese Functionen so in den 
äui^eren oder inneren Baum der Engel fortsetzen, dafs sie dort 
der LAFiiAO^schen Differentialgleichung genQgen. 

In dem einfachsten Falle, in welchem kein &uiseres inflnen- 
ziemdes Feld vorhanden ist, sondern nur ein isolirter kugelförmiger 
Conductor, welchem eine gewisse Ladung mitgetheilt ist, kann man 
die G-leichgewichtsvertheilung ohne Weiteres errathen. Wegen der 
allseitigen Symmetrie der Eugel mufs sich die Ladung mit gleich- 
mäfsiger Dichtigkeit über die ganze Oberfläche vertheüen. Be- 
zeichnet R den Badius der leitenden Engel, e die Glesammtladung, so 
ist die gleichförmige Oberäächendichtigkeit 

Es ist also hier diejenige Yertheilung realisirt, welche bereits in 
§ 15 betrachtet wurde. Das von ihr ausgehende Feld besitzt im 
äufseren Baum das Potential 

y,» — - *"^ " für r>R, (93a) 

im inneren den coostanten Werth 
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Wenn in diesem Falle amgekehrter Webe das Potential tp^ an- 
g^;eben ist Ins za -welchem die £agel geladen iek, bo berechnet man 
daraus die erforderliche liadongsmenge 

c-Ä-qn, (93c) 

und die sich bildende Flädiendichtigkeit 

.-j|L. ,93d, 

Damit ist das G-leichgewichtsproblem für diesen einfachsten Fall 
ToUst&ndig gelBsb 

Die Oleichong (93 c) ist ein besonderer Fall einer f&r jeden 
beliebig gestalteten Condnctor galtigen Beziehnng zwischen seiner 
G^esammtladimg und dem dadurch hervorgebrachten Fotentialwerth. 
Stellt man nämlich irgend einen isolierten Condnctor fQr sich allein 
in den Baom und beladet ihn der Beihe nach mit verschiedenen 
Qoantis e, so bilden sich dabei am ihn hemm Felder von ver- 
schiedener Stärke, aber immer von der gleichen Gestalt der Niveaa- 
flächen aus. Die Potentialwerthe sind tiberall, mithin ancb anf nnd 
in dem Condnctor, proportional der Ladong. Es gilt deshalb die 
Gleichimg 

e- 0-(ft. (93e) 

Den Proportionalitäts&ctor G, welcher die Dimension einer Länge 
hat, nennt man die Capacität des Condnctors. FOr k(^;elförmige 
Condactoren ist nach Öleichong (98 c} die GapacilAt gleich dem 
Engelradias. 

§ 32. Elektrisches Bild eines geladenen Punktes in Bezug auf 
eine RugeL 

Wir stellen ons jetzt vor, daTs das änlsere Feld, in welches die 
leitende Engel hineingebracht werden soll, von einer einzigen Ponkt- 
ladnng henUhrt, welche die Mektricitätsmenge t trägt Das Potential 
ist dann fOr das noch nicht durch den Leiter gest&rte Feld; 

7>--^. (94) 

WO r den Abstand TOn dem geladenen Punkt bezeichnet Die leitende 
Engel, vom Badins B, werde so aufgestellt, daTs ihr Coitmm den 
Abstand p von jenem Punkt hat Es muA dann p > R sein. Ob 
die Engel von vom herein mit einer überschQssigen Ladung rer- 
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Beben ist, oder nicht, kSanea wir znn&chst nnbestimint lassen. Jeden- 
falls muTs sicli anf ihr eine Vertheilung Iteistellen, welche allein 
ohne den Punkt e ein Feld erzeugt, dessen Potential qo' dadurch 
bestimmt ist, d&Ik auf der ganzen Eugelfläche (und folglich auch im 
ganzen inneren Engelraum] die Bedingung 

^ + cp' = Constans (96) 

erfüllt ist, wie dies für jede Gestalt des Conductors gelten muls. 
Auch die Trennung des Potentials tp' in zwei TheÜe <p' « ^" + tp'", 
entsprechend einer Superposition zweier besonderer Fläcbenbelegungtoi 
können wir, wie im allgemeinen Falle, vomehmen und für die ein- 
zelnen Theile verlangen; 

g> + q)" - (95 a) 

9>"' ™ Gonstans. (95 b] 

Zuidchst suchen wir das Potential qo". Dazu hilft uns ein be- 
kfumter geometriacher Satz: 




Fig.7. 

Zeichnet man (Figur 7) anf dem Strahle vom Kugelcentrum 
nach dem {Lufseren geladenen Punkte e denjenigen innerhalb ge- 
legenen Punkt, dessen Abstand p" durch die Belatioa 

P-P--S' (96) 

bestimmt ist, so haben die Abst&nde r und r" aller Eagelfläcben- 
elemente von dem äuTeeren und von dem inneren Punkte das gleiche 
Längenverhältnils. Den Wertb dieses Verhältnisses kann man 
bequem ablesen an den beiden Polen der Eugelö&che, welche in 
gerader Linie mit den beideu Funkten liegen. Für diese ist 

r = p^S and r" b^B^: p". 
Uithin ist fOr jede beliebige Stelle der Eugelfläche: 
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Diese Qleicbong kann man aoch so sclmibeti: 

j-_(£).4_„ 

r \p I r 
oder nach Srweitemng mit dem Werthe der PankÜadnng e: 

i- + L_^ = 0. (97) 

Der erste Snmmand giebt das Potential rp der äolseren Funkt- 
ladong, der zweite Sommand hat ebenfalls die Form des Potentials 
einer PnnkÜadong. Diese mols in dem innerhalb gelegenen red- 
proken Bildpunkte gedacht verden, ihre St&rke ist 

e"--— e (97a) 

P 

oder nach Ehmination von R mittels Gleiohnng (96) 

also von entgegengesetztem Vorzeichen und geringerem Betrage als 
die wirkliche tLuljere Ladung e. Wir nennen sie das elektrische 
Bild Ton e in Bezng auf die £ngeL Diese Ponktladung e" ist nicht 
reell rorhanden, das Bild ist ein Tirtaelles, um einen in der Optik 
gebräuchlidiea Ausdruck zu gebrauchen. Üehrigens stimmt die Lage 
Ton t" nicht etwa mit der des Tirtnellen optischen Bildes in der 
spiegelnden Engel Qberein. Dnrch die Auffindung der Sleichung (97) 
haben wir nnn sofort die Bedingung (95 a) befriedigt Wir brauchen 
nur im äuTBeren Baume bis an die Eugelfläche heran zu setzen: 

<-(-|e).^, ,98) 

im Innem der Kugel aber 

y/'---^. (98 a) 

so haben wir ein Potential tp" gelinden, welches allen Bedingungen 
genügt; uud da wir wissen, dafs es nur eine eindeutige LSsung 
geben kann, ao ist es diese hier. Die beiden Functionsformen (98) 
nod (98 a) gehen au der Eugelfläche stetig in einander über zufolge 
Gleichung (97), aber die DifFerenüalquotienten nach der Normale 
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an der EugelääclLe sind unstetig, ans der ^Kfae ihres Sprunges 
kann man die E^lächendiohtigkeit der Belegung erkonneo, von ▼elcher 
daa Potential if" herrührt 

Es mag nebenbei bemerkt sein, dals durch die soeben ge- 
fundenen Potentiale zngleichanch die sogenannte GsEEN'sohe Fnnction, 
Ton welcher in g 27 die Bede irar, fttr den Fall einer kagelförmigen 
Begrenzung des dort betrachteten Int^rationsranmee gegeben ist 
Wir brauchen nnr in dem inneren Punkte die Ladang e" ^ 1 an- 
zanebmen und dem entsprechend nach Gleichnng (97 a) in dem 

ftufseren Punkte die Ladong e *" — ^> so g^nQ^t die Function: 

2. 
_ 1 Ä 1 p 

allen Bedingongen, welche wir an die QBBBK'Bche Function stellten, 
denn sie wird in einem inneren Punkte unendlich, wie der reciproke 
Abstand 1/r", ist an der ganzen Oberfläche gleich Null [nach Glei- 
chung (97)], und folgt mit Ausnahme der ünendlichkeitsstelle im 
ganzen Eugelranm der IiAPiiA.OB'Bchen DifFerenüalgleichnng. 

Nach dieser Abschweifung auf ein änher behandeltes Gebiet 
kehren wir zu unserem Gtleichgewichtsproblem auf der leitenden 
Kugel unter Anwesenheit eines influenzirenden äoTseren geladenen 
Punktes znrflck und finden da noch die zweit« Bedingung (96 b) zu 
be&iedigen. 

Dieses Potential tp'" kann nur tod einer gleichfitrmigen Be- 
legung der Eugelfläche herrOhren, deren G^esammtmenge wir mit e'" 
bezeichnen. Im äufeeren Räume wirkt diese wie eine Punktladung e"' 
des Eugelcentmma, im inneren fiaome erzeugt sie Überall den con- 
Btanten Potentialwerth, welchen das &ufsere Potenti^ an der FUU;he 
selbst annimmt Nennen wir also « den Abstand eines beliebigen 
Baumortes Tom Kugelcentram, so ist aoben; 

rj"-^ (100) 

und innen 

f,'"-^- (lOOa) 

Daa gesammte Potential in dem aufserhalb der Kugel liegenden 
Baume ist demnach 
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(--0 ". 

w&hrend es im Xoneren der Engel allem dnrcli [100 a) bestimmt wird. 
Bezeichnet man des Winlcel zwiachen dem Strahle a und der 
gemeinsamen Biohtung der beiden Strahlen ji nndp" mit 9; so kann 
man Gleidinng (lOl) aosfOhrlicher schreiben: 

B 

- (101a) 



oder nach einer lachten Umformung des zweiten Q-liedes: 



y^^-2p»&3B& 



Wichtig fOr die BeurtheUong der Flftchendiditigkeit anf der 
Kngel ist der nach der Tariabelen a genommene Differentialqnotient 
TOn 9),, weil die Bichtong des wacbsenden a normal auf der Engel- 
ä&cbe steht Man findet ans (101b): 



anderseits ist natOrlich -^ = 0. Büdetman alsDdenAaBdmck(102) 

für den Werth s — £, also dicht an der Eagelfläche, so moTs er 
den Werth von —ins darstellen als Fonction des Folarwinkels &. 
Wft-n findet 

4„., e(i>'-i?') e:. 

Wir wollen zwei besondere Fälle hervorheben. 

1. Die leitende Engel sei dnrcb einen dünnen Draht mit der 
Erde rerbnnden, so d&Ts anf ihr nnd in ihr das Potential Null 
hermcht Dann ist in Gleichung (95), folglidi auch in (96 b) die 
Constante gleich Null, mithin auch 

r-0. 
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Die Belegung der Eogel wirkt dann im ftufseren Baome so, wie 
der redproke Bildponkt allein ohne Ladung des ICttelpooktea. 
Die Flächenbelegnng wird dann nadi (103) aof allen Zonen der 
Engel negativ, am stärksten für & "0, am schwächsten fäi &•= a. 
Uan sagt dem entsprechend im gewöhnlichen Spracbgebranch, die 
Nähe des positiT geladenen Punktes e ziehe ans der Erde durch 
den Draht ein gewisses Quantum negatirer MektriciUt auf die 
Eogelfl&che. Die herangezogene Menge ist die Tirtnelle Ladung 

des Bildpouktes, also gleich e . Dasselbe findet man aoch, 

wenn man den durch das erste G-lied rechts der G-leichung (103) 
gegebenen Ausdruck der Fläcbendicbtigkeit Ober sämmtliche Zonen 
der Engel integrirt 

2. Die leitende Kugel sei isolirt und ohne aberschOssige Ladung, 
so d&Ts die Summe der dnrch Influenz getrennten Elektricit&ten 
auf ihr gleich Mull ist Danit muß auch die Summe der jene 
Flächeubelegnngen ersetzenden inneren virtuellen Punkte gleich 
Null sein, t"+ e"'* 0, oder nach Gleichung (97a): 

r. + ^t. (104) 

Die dnrch Influenz getrennten Flädienbelegnngen auf der Engel 
wirken dann im änfseren Baume, wie ein Paar engegengesetzt 

gleicher Pnnktladnngen Ton der QrßfBe — e ; die positiTe liegt im 

Centnun, die negative im reciproken Bildpunkt der äufseren Ladung e. 
Das Potential, welches nach Eintritt des Öleicbgewichtes in der 
ganzen Engel herrscht^ findet mau aus Gleichong (100a] unter Hin- 
bUok anf (104): 

1P,- + |; (104») 

es ist also eben so grols, wie es am Orte des Eugelcentrums war, 
bevor die leitende Engel in das Feld der PonktUdnng e gebracht 
wurde. Von Interesse ist die Vertheilung der Flächendichtigkeit e in 
diesem Fall& Die Gleichung (103) liefert^ wenn man zur Abkürzung 



setzt, unter Hinblick aof (104): 



SP ^ Bp B P} P"*"' 
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Dieser Änsdrack ist fOr den der änlseren Ladung t zugekehrten 
Kngelpol negatäv, denn dort ist t* » (p — ü), also 

An dem abgakehrtoi Eagelpol ist s positiv, denn dort ist 
r ~p + S, also 



{ine) 






Dazwischen, anf ednem Parallelkreise von bestimmtem Winkel ^, 
mnfs der ZeichenwechBel der Belegung stattfiodeo. Dort ma& a b 
sein, man findet also f&r den zngehSrigen Abstand r => f ans (104 b) 
die Bedingung 

f»=j.(p»-Ä^ (104e) 

onabh&Dgig von der St&rke der än&eren PonktUwlnng. 

Die Länge t der Tangente Tom geladenen Pnnkt an die Engel 
ist gegeben dnrch 

«s ist also 

t'-t-{p*~R^. 

Nun ist immer t<.p, folglich lehrt der Yei^leich dieses Ansdrackes 
für f* mit demjenigen f&r f ' in (104 e), dals immer r > f ist. Das 
Gebiet der negativen Belegung erstreckt sich also etwas weiter als 
die Tom äulseren Punkt e ans sichtbare Calotte der KugeL Bei großer 
Entfernung freilich n&hem sich beide Calotten der halben Eugel- 
oberääohe. 

§ 33. Elektrische Bilder In Bezug auf unendliche 
leitende EJsenen. 

I&fst man den Badins B der lätenden Engel Ober alle Grenzen 
wachsen, «ehrend der dran äulraren Punkt zugekehrte Pol der Eugel 
onTerftnderte Lage behält, so ii^cbst auch p Ober alle Grenzen, das 
Yeil^tnÜB R(p nähert sich dem Werthe 1, während p ~ R=^h wif/a 
festen endlichen Werth behält Die Eugelfläche geht dann in eine 
unendliche Kbene aber, der Bildpnnkt toq + e nimmt die Stärke 
— e an und rßckt ebenfalls in den Abstand h anf der anderen Seite 
der Ebene, so dals sich in diesem Falle das elektrische Bild mit 
virtuellen optischen Bilde hinter einem ebenen S[äegel deckt (Figor 8). 
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Bas PotentUl der bis iu's TJitendliohe reichenden leitenden Ebene 
mols Null Beön, und derselbe Werth bemcht jenseits hinter der Ebene. 
Vor ihr aber ist 

in einem Punkte, velcber ron der reellen Ladnng den Abstand r, 
Ton deren Tirtnellem Bild den 
Abstand r' besitzt Legen wir die 
fc-Acbse durch t senkrecht znr 
leitenden Ebene, den Nullpunkt in 
diese E%ene, die poBitire Bicbtung 
nach e hin and bezoiduieD den 
seitlidien Abstand des Punktes, 
angeben wollen, von der z-Achse mit y, 




Fig. 8. 



in welchem wir 
so ist 



fol^ch 






t{b + x) 



(lO&a) 



dx " yihi:^' + y'''^ y(A + x)»+ y«* 



Dies wird hart an der Ebene a 



Auf der anderen Seite der belegten Fläche ist I 
Daher ist die Fl&cbendichtigkeit s g^eben durch 
2eA 

yÄ*TF 



(105 b) 



Im letzten Ausdruck bedeutet a den Winkel, unter welchem 
der Strahl TOm geladenen Punkt nach dem inflnenzirten Fl&chen- 
element, in weldiem die Dichtigkeit s herrscht, g^en die negatiT« 
x-Biobtni^ geneigt ist Ifan sieht^ dafe mit wachsendem Winkel « 
die Diditi^eit der Qberall negatiren Belegung der Ebene rasch ab- 
nimmt. Man braucht delsbalb in dex Praxis, um die hier berechneten 
Yerh&ltnisse zu Terwirklichen, keine onendlioh grobe leitende Ebene, 
sondern es genflgt ein znr Erde abgeleiteter ebener Hetallschirm, 
dessen LineannaaJJse nur grob gegenüber dem Abstand h sind. 
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Auch das elektrische Feld einer Fonktladiuig in einem Räume, 
Teicher durch zwei rechtwinklig zosammenstol^eiide ebene Metall- 
wände abgeschloBsen ist (BaomquadrantJ, kann man mit Hülfe der 
Spiegelbilder leicht angeben 
(Fignr 9). Es Bind dazn 
erstens die beiden Spiegel- 
bilder n&thig, welche sich aof 
die beiden einzelnen jenseits 
der Kante bis ine Unendliche 
fortgesetzt gedachten Ebenen 
bezieben; diese beiden haben 
jedes die Stärke — e. Femer 
aber ist in dem Tierten 





r 


-f — — -""^ — 


^^ 


1 ^ 


-^• 




1 ■ 







Fig. e. 



Quadranten noch ein virtueller Büdpnnkt von der Stärke + e 
nSthig. Das Feld dieser vier Fonktladungen ist in dem Baum- 
quadranten zwischen den beiden Ifetallwänden identisch mit dem 
thateächlich dort herrschenden. Hinter dem E>^chirm, d. h. auf 
dessen convezer Seite herrscht in Wirklichkeit Qberall daa Potential 
NnU, dort gelten also die Felder der riiiuellen Bildpunkte nicht. 
Nehmen wir die Ebene, in welcher die reelle Ponktladang und 
ihre drei Spiegelbilder liegen, znr a>, ^Ebene, die Schnitte der beiden 
Uetallwände zur positiven x- und y-Äze, die Kante [senkrecht zum 
Papier in Figur 9) zur n-Axe, und nomeriren wir der Beihe nach 
die Abstände eines Baomponktes [x, y, ») von den vier Punktladongen 
mit Tj r, r, r^, so ist daa Fotential fOr positire x und y 



- + -. 



(108) 



r,-y(a! + a)»+(y-6)'-|-»' r,-y(a!-a)»+(y + 6)»+«» . 

wobei o, 6, die Coordinaten des geladenen Punktes sind. 
Daraus folgt 



(106 a) 



d<p tfs-b) . e(y-a) tis + b) eis+b) 

Yon besonderem Interesse sind die Werthe dieser Differential- 
qaotienten an den beiden Metallwänden selbst 



EESTEE TffF.rr. 



Pur« 


-0 wii4 r. 


= r, tmd 


r, -r. 


mitlim: 


(4^) 


2e» 


_ 2ea _ 


2tn' 




Für y 


-0 irird r. 


= rj und 


r, -r. 


mithin; 


m 


»-+0 •'i* 


2td _ 


2eS- 





(106 b) 



>0. 



iat 



•■ 0, also geben die Torstebenden beiden 



Baraas kann man die inflaenzirten überall n^ativen F^chen- 
belegongen der beiden Schirm^Ande ablesen, denn hinter dem Schirm 

Aasdrücke direct die Werthe Ton — 4n& Man bemerkt, dafs die 
Dichtigkeit in der concaTen Kante auf Nnll beronter geht, weil 
dort r^ B r, >= r, =1 r^ vird. Aach läfat sieb zeigen, dafs die maximale 
Dichtigkeit auf beiden Wänden nicht normal Tor der Piinktladnng, 
sondern etwas verschoben in der fiichtang ans der Ejcke heraas 
za finden ist. 

In gleicher Weise lassen sich die analogen Probleme für zwei 

Wände, welche einen Winkel von -ö~f ~7~) --- ^^ einschhelsen, be- 

bandelo. Die Felder in den immer enger werdenden BaamOlcbem 
zwischen den zwei leitenden Wänden lassen sich durch 6, 8, . . . 





Kg. 10. 



Fig. 11. 



gleich stark nnd paarweise entgegengesetzt geladene Fnnkte (za 
denen aach der eine reelle gehört) darstellen. Die Figaren 10 
nnd n mögen zar Anschaaang genügen. Sobald aber der Winkel 
nicht ein einfacher Bruchtheil von n ist, versagt diese Methode, denn 
man müTste dann nnzähüg viele Bildponkte berücksichtigen, welche 
alle aaf einem Kreis am die Schnittkante der beiden Wände an- 
geordnet liegen. 

Endlich wollen wir das Feld betrachten, welches ein geladener 
Ponkt zwischen zwei parallelen leitenden Wänden hervorraft. Auch 
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hier Bind nnzählig viele Spiegelbilder nacli beiden Seiten hin sn 
Hälfe zn nehmen, wie Figur 12 Teranschaolicht. Diese sind aadi 
alle Ton gleicher Stärke and abwecheelndem Vorzeichen nnd liegen 
auf derselben geraden Linie senkrecht so den Wänden. Damm 
kann man das Potential in dem Baam zwischen den beiden Parallel- 
ebenen nur in Form unendlicher convergenter Keihen darstellen, 
deren einzelne Glieder mit abwechaelnden Vorzeichen die Ladung ± e 
des Bildes, dividirt durch den wachsenden Abstand eines beliebigen 
Ponktes im Zwischenraum Ton dieser Bilderreihe bildet Für Funkte 
in der Axe sind diese Reihen am einfachsten: Der geladene Punkt 
and die BUderreihe ml^en aof der x-Axe liegen, deren NuUpunkt 



Fig. 18. 

in der leitenden Ebene links. Bex geladene Punkt habe die Abscisse a 
und der Abstand der Parallelebene sei l Dann ist das Potential 
in einem Punkte zwischen den Kbenen {0<x<l) 



|a;-a|^ 2l + a-x ^ 4l + c 



-Z + 1 



— X 4l — a~x 6i — a — ai 



^ 2t-a + x ^ il-a + x ^ 61-a + x'^'" 

__e e e e 

"a + ar 2l + a + x 41 + a + x 6l + a + x 

Bezeichnet man zur AbkUrzung 

x — a 



(107) 



21 



X +■ a 

21 ' 



(107 a) 



wo a und ß stets echte BrQche sind, so kann man den Torstehen- 
den Ausdruck folgendermaafsen schreiben: 

H. V. Bmmom, TluorM. Tltpik. Bd. IV. 10 



[a; — a| a + x 




(107 b) 



Die poedtiTen Glieder dieser Tier nuendlichen Reihen sowie die 
negatiTen Glieder bilden für sich aUein dive^ente Beiben, deren 
Werthe anendlich «erden. Wenn man aber die positiven und 
negativen Glieder von gleicher Ordnungszahl zuBammenfaTst, so 
erhält maa eine conrergente Beibe von bestimmtem Wertbe, also 
eine endhche Function von x. Solche bedingt convergente Beihen 
mit abwechselndem Vorzeichen, deren Sammenwerth dorchaos von 
der Beihenfolge der Zasammeniasanng abhängt, kann man zur Dar- 
stellung physikalischer Functionen nur dann brauchen, wenn fOr die 
Axt der Beihenfolge der Glieder ein innerer Grund vorUegt Das 
ist non hier der Fall. Wenn man nämlich zor Auffindung der 
BucceasiT^ Spiegelbilder schreitet, so kommt man zu immer ent- 
fernteren Punkten von immer schwächerem EinöuTs, so da& man 
nach einer hinreichenden Menge von Büdpnnkten abbrechen dar£ 
Dann hat man aber immer ebensoTiel positive wie negative Bildpunkte 
zu berQduicbtigeD and defshalb ist die Zasammenfaasang der Paare 
von f^icher Ordnungszahl die einzig gerechtfertigte. 



§ 34. lolluenzlrung einer leitenden Kugel durch ein festes 
fiuläeres Ladungsgebilde. Zwei leitende Kugeln. 

In § 32 haben wir nur das reciproke Bild eines einzigen ge- 
ladenen Punktes in Bezug auf eine Engel gesacht. Zunächst ist 
klar, dafs eine feste Gruppirung von mehreren äufaeren Punkt- 
ladongen eine nach der Begel der redproken Abbildung aufzufindende 
Gruppe von inneren Bildpunkten mit entgegengesetzten und im 

jeweiligen VerbältniTs — oder 1/— reducirten Ladungen besitzt, 

P V P 

mit deren HOlfe man das elektrische Feld darstellen kann, welches 
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die festen änJÄeren Ladungen zosammen mit der Inäoenzvertbeilung 
anf der leitenden Engel im äuTBeren Baume erzeugen. Man kann 
aach za continairliclL verbreiteten anf Linien, Fl&chen oder in 
Bäomen festliegenden Ladongen übergeben nnd deren reciproke 
Bilder in der Engel ao&nclieD zum Zweck der Felddarstellnng im 
Aulsenraum. Bedingung ist dabei nur, daTa die Inflaenzladnng der 
leitenden Engel nicht vieder rUokw&rts rertbeilend anf die äofaeren 
Ladungen wirkL Letztere mflssen also entweder auf sehr kleinen 
getrennten Eörpem, oder aber auf Tollkommenen Isolatoren be- 
findlicb gedacbt werden. Wie die Bilder der einfuchsten geometrischen 
Objecto gestaltet sind, werden wir im nächsten Paragraphen aus- 
fthren. 

Ein Beispiel, in welchem man das Feld zwischen zwei injQuenzir- 
baren Leitern durch eine Beihe von eucceasiven Bildern finden kann, 
bilden zwei Engeln, deren eine Tom Radios iZ, wir uns zur Erde 
abgeleitet denken, während wir die andere vom Radius S, iaolirt 
nnd mit der positiven Menge e^ beladen annehmen. Der Abstand 
beider Eogelcentra aei p^. Die Kugeln sollen sich ansacbliersen, 
also p^> Bj^ + JÜ^. Man kann dann folgende Reihe von üeber- 
legnngen anstellen, welche Anwendungen der beiden Sonderfälle des 
§32 sind. 

1. Zunächst wirkt die geladene Engel 2 wie eine Funkt- 
ladong Co in ihrem Gentnun. Deren Bild in dw Engel 1 hat die 
Stärke 



und liegt anf der Centrallinie im Abstand 



(108) 



ft-^ (108.) 

Tom Centrum der Eugel 1. 

2. Diese Ladung e, wirkt rQckwärts influenzirend auf die isolirte 
Eugel 2. Diese Räckwirkung wird dargestellt durch das Bild von ^ 
in der Eugel 2 von der Stärke 

«1= — — «1 =-+ — 7^^^— r^o (108b) 

im Abstand 
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Tom Ceatnun der Kugel 2. Äolserdem kommt aber in deren Centmm 
selbst noch die PnnkÜadimg — e, hinzu, da diese Kugel isoliit und 
Tou der Gesammtladniig t^ bleiben mufa. 

S. Die beiden Punkte e, und — t, erzeagen wieder zwei Bilder 
in der Kugel 1. Das Bild des ersten hat die St&rke 



v-". 



^ p„-p, ^ r,(p, -!>,)(?,— p.) 

und liegt im Abstand 

, v_. 



i». -ft 



(108 d) 



(108 e) 



Bas Bild des zweiten f&llt Ortlicli mit e^ zuBammen nnd hat die 
Stärke 

4. Eis sind die Bilder tod ^ und e,' in der Kugel 2 zu bilden. 
Diese sind 

'• - TAT ■• - + Mi^^TiSsT^" <"•'" 

im Abetand 

,,__^ (.081., 

nnd 

im Abstand p„ also zusammenfallend mit t^. 

Aufserdem kommt im Centnim der isolirten Kugel nodi die 
Pnnktladong — (e^ + e«') hinzu. Von diesen drei Punkten sind dann 
wieder die Bilder in der Kugel 1 zu suchen. Zwei derselben 
^' und e^" fallen über die dort bereite TOrhandenen Punkte Cj nnd e^ 
«Viread e^, das Bild Yon e^, einen neuen Ort im Abstand p^ ein- 
ninunt. In dieser Weise hat man fortzo&hren. Die Abstände der 
neuen BUdpnnkte ron den Centren werden zwar grOfser, aber die 
Bildpunkte rflcken dichter und dichter zusammen und sie kommen 
über zwei gewisse Glrenzen j)j„ und p^^, welche in beiden Kugeln 
merklich < R^ resp. < i^ bleiben, nie hinaus. Die Stärke der 
Ponktladungen aber nimmt successlye ab, weil jede folgende aus der 
vorigen dnrch Moltiplikation mit einem echten Bruch herroigeht^ 
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-welcher kleiner als ~-^ reap. — ^ ist, und veil die über emander 

fitllenden Bilder Überdies immer im Zeichen wechseln. 

Wenn der Abstand p^ einigermaafsen grols gegen beide, oder 
auch nur gegen einen der beiden Badien ist, so conrergiren die 
Summen sehr schnell und man kann sieb mit einer geringen Anzahl 
der ersten Glieder der BacceBsiven Bilderreihe begnügen. Wenn 
sich aber die Eogeln &st berühren, so convergiren die Reihen sehr 
langsam, und man moTs za ihrer Berechniu^ besondere mathematiBche 
EanB^rifTe anwenden. Die Theorie dieses Problems wurde von 
Q. KiBCHHOFF [Cbellb's JouiL 69) ToUständig dnrchgefUlirt 



g 35. Reclproke Bilder der einfachsten geometrischen Ob- 

Jecte. Wlnkdltreue oder Aehnllchkelt der kleinsten Thellchen 

In Bild und Olsject 

Bevor wir zn einer neuen Anwendung der reciproken Bilder für 
die Theorie der EUektroBtatik aof leitenden Oberflächen übergehen, 
ist es nützlich, die einiachsten Falle der Objecto und Bildgestalten 
nnd ein allgemeines Gesetz dieser Abbildung zn betrachten. Der 
Uebersicbtlicbkeit der Figuren wegen wollen wir dabei immer die 
Objecto ganz aofserhalb der abbildenden Kngel, die Bilder also 
ganz im Innenraum annehmen, obwohl diese Beschränkung nicht 
im Wesen der Sache liegt Es gelten dieselben Gesetze auch für 
Gebilde, welche theils anTaerhalb, theils innerhalb der Kugelfläche 
liegen, deren Bilder delshalb Üieils nach innen, theils nach auTsen 
fiillen. 

1. Bild einer Ebene. In Figur IS ist ein Ereis um den 
Mittelpunkt geschlagen. Dessen Radius sei OS ~ R. Aofserhalb 
läoft eine gerade Linie, auf der ein beliebiger Punkt P ansgev^hlt 
ist, während A der Fufspunkt des Lotes von auf dieser Linie ist 
Von' den beiden Punkten A und P sind die reciproken Büder A' 
and P' angegeben. Nennen wir 

OA^a, OA'^^a', OP=p, OP'~p', 
80 ist also 

p-p'-a-a'-R* (109) 

oder p''.a''~ a:p. Daraus folgt die Aehnlichkeit der beiden Drei- 
ecke OP" A' und OAP. Da nun bei A ein rechter Winkel H^ 
li^ auch bei P' ein solcher. Durchläuft also P die gerade Linie, 
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80 folgt jP* anf demselben Strahle OP, stets die Strecke OA' unter 
einem rechten Winkel er&ssemd, A.h. P" Uoft auf dem Kreise, 
dessen Dorchmesser 0^' ist Dem onendlicb fernen Punkte der 
Geraden entspricht als Bild das CeDtnun O. Der Radius des Büd- 
kreises ist \ OÄ, das ist ^eidi A'/2a. Dreht man non die Figur 
am die Äze OA, so beschreibt der Kreis um die abbildende 
Kugel Tom Radios R, die gerade Linie AP beschreibt eine Ebene 
im Baome, weldie von den Nonnalabstand OA besitzt, nud der 
Bildkreis Aber A' beschreibt als Bild jener Ebene eine Engel. 




Fig. 18. 



2. Bild einer Kngel. In Figur 14 haben wir denselben ab- 
bildenden Kreis Tom Badios B um den Punkt 0, als Object aber 
einen Kreis um den Punkt C. Die Centrale schneidet ihn in 
dem Durchmesser ^B, ein beliebiger Strahl von O aas schneidet 
ihn in der Sehne PQ, MLdlich sei noch die Tangente OT bemerkt 

Von den Punkten ABPQT sind die redproken Büdpunkte 
A'B'P'Q'T' construirt Bezeichnen wir: 

OA~a OB-b OP^p OQ = q OT~t 

OA'~a' 0B'=b' op'~p' og=q- or=(, 

so ist wegen des Gesetzes der Abbildung 

a-a'- fi. 6'= fp'-j. ?'=(■('- R\ (110) 

Anderseits ist w^^ der Kreisgestalt des Objectes 



(110a) 



= p.q~t\ 

Setzt man in diese letzte Relation mit Hälfe der Torhe^ehenden 
die gestrichelten Grölsen ein, so erhält man: 

B' R* B* S* R* 

a' ' b' " p- ' ^ ^ n ' 
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vas niobtB Anderes aussagt, &1b 

o-. 6'-= p'. 3'- C». (llOb) 

Daraus erkennt man ohne Weiteres, dals das Bild des Kreises eben- 
fftlln ein Kreis ist, dessen Ijage und Dimensionen man ans der 
Figur 14 leicht ablesen kann. Der Hittelpookt C des ankeren 

Kreises ioC'^ ~l~) bildet sich in einem Punkte C {p{f=e') 

ab nach dem G^esetz 

Dieser Pankt ff ist indessen rerschieden von dem Mittdpnnkt K 
des Bildkreises: 

C liegt ezcentrisch gegen hin Terschoben. 

Brrichtet man auf OT' im Punkte T'eine Senkrechte, so trifft 
man K, legt man dagegen einen Kreis aber den Durchmesser OT, 
so triEEl man ff, denn dieser Kreis ist das Bild der Geraden TC. 

FOr den Radius / des Bildkreises und den Radios r des Ob- 
jectkreises liest man aus der Figur folgende Gleichung ab 



oder unter Benntznng der redproken Beziehungen und des Sekanten- 
aatzes: 

*'--ir''"^--2--*(v-rJ---2— tllOe) 

lAbt man die Figur 14 nm die Äze OG rotiren, so beschreiben 
alle 3 Kreise Kugeln: nnd wir erhalten sogleich den Satz, dals das 
redproke Bild einer Kugel im Baum wieder eine Kugel ist, deren 
Lage aas der ebenen Figur vollkommen erkannt werden kann, da 
diese einen gemeinsamen Centxalschnitt durch alle drei Kugeln 
darstellt 

3. Aebnlichkeit in den kleinsten Theilen zwischen Bild und 
Otgect Wir stellen ans jetzt vor, es sei als Object eine beliebig 
gestaltete RaumäSche gegeben. Auf ihr vollen wir ein Flächen- 
element TOn dreieckiger Gestalt abgrenzen, welches so klein ist, dals 
sowohl dessen Fläche als auch das Bild d&Ton als eben und die 
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Begreoznngslinien als geradlinig gelten dürfen. In Figar 15 sei in 
perspektiTiBcher Darstellnng das kleine Dreiei^ aaf der Banmfläche 
durch ABC gegeben. Das reciproke Bild dazu sei das Dreieck 
A'B'C. 




. -, 




i 




Fig. IS. 


jline 


OÄ-a OB-h 00- 




OÄ'- o' OB'- V Off- »', 




a-d-h-f- c-d-R'. 



\ ist 

(111) 

Defshalb liegen aaf jeder der drei Seiten der spitzen Ek^e zvei 
langgestreckte ähnliche Dreiecke: 

OB'C'^OCB, OCä''^OäC, OA'B'r^OBA. 
Bezeichnen -wir also noch die kleines Strecken: 
BC^a CA = ß AB=^y 
B'C=(^ CÄ^ß" A'B'=./, 
so Bliebt sich aus den Aehnlichkeiten: 

s^^^.' 4-^-i ^-x--- ('"•) 

«ob ß a y b a ' 

Je kleiner nun das Objectdreieck gemacht wird, um ao mehr nähern 
sich die drei Strahlenlängen a, b, o eia und demselben endlichen 
Werthe, den vir mit p bezeichnen and kurz den Ahetand des 
Objecteiemeotes Tom Punkt O nennen. Elbenso nähern sich die drei 
redproken Strecken a', b', e' immer mehr dem gemeinsamen Werth p' 
(dem Abstand des Bildelementes von 0). Danach gehen die drei 
vorstehendeD Qleichungen Ober in 
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d. h. das Bilddreieck vird dem Objectdreieck bei Terschwindeiider 
GrSfse geometriBch abnlinh. 

Eine tmmittelbare Folgemiig hieraoB ist folgende; Wenn anf 
der Objectdäcbe zwei beliebige einander Bchneidende Linien ge- 
zeicbnet sind, ao scbneidea sich deren Bilder aof der BÜdfläcbe 
anter dem gleichen Winkel, oder mit anderen Worten, die recijoDke 
Abbildnng ist vinkeltreo. 



§ 36. Etne andere Anwendung der reclproken Abbildung 

zur AufQndung des Gleichgewichts der Elektrlclt£t auf Leitern 

von besonderer Gestalt. 

In den §§ 32 und 34 haben wir die abbildende Engel rom 
Badins B immer als Oberfläche des ron auTsen inflnenzirten Leiters 
angesehen. Ejb giebt aber noch eine andere Anwendung, bei welcher 
diese Engel nur ein geometrisches Hülfsmittel für die Ableitung 
eines Ladongssjstems aus einem Torgeschriebenen anderen liadongs- 
sjsteme bildet. 

Wir denken uns zunächst ein System von Punkten mit den 
Ladungen e,, t^, ... e«, ■■•• festgelegt und bestimmen das Potential 

in einem beliebigen Ranmpnnkt nach Gleichung (14). tp m. ^ 

Nun denken wir uns in einiger Entfernung von dem liadnogssystem 
ein festes Centrum und nennen die AbstAnde der elektrischen Punkte 

Ton diesem Gentrum p^, p,, . . ■ p^ , den Abstand des Ortes 

in dem ip bestimmt worden ist, nennen wir «, endlich die Winkel 
zwischen der Bicbtang a und den Bichtnngen der einzelnen p^ nennen 
wir ^,, &t, . ■ . • ^a ■ • • Bann sind die einzelnen Abstände 



r,-y^+j>;_ 2«j>B cos*,, 
mithin ist das Potential: 

m-'S'^ ^ . - , '* ,.. _■.., ni2i 

« y»»+p;-2«j>,cos*, ^ ' 

Jetzt denken wir um das feste Centnim die Kugel vom Badius B 
gelegt nnd bilden in ihr das äussere Ladnngssystem ab. Das 

Bild der Ladung Co wird — — ea, dessen Abstand vom Gentrum 
F* 

j/t — Nun Sachen wir das Potential <j>' dieses Büdsystems, 
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und zwar in denjenigen Punkte, der das Bild des rorlier gewählten 

ut, dessen Abstand TOm Centnun also a'= — ist Die Bilder li^en 

alle auf denselben Strahlen wie die Otg'ecte; debbalb haben die 
Winkel &t hier dieselben Werthe und es ist: 



Wenn wir Z&hler und Nenner der einzelnen Sammenglieder mit 



auf, den wir vor das Sninmenzeichen stellen dürfen, nnd es folgt: 

y'°-4y , '° — - — (113a) 

^ ^ Vi».* + «' - 2«i». coti&. 



Das ist aber nach Qleichnng (112): 



wofbr man sach schreiben kann 






(114) 



(114 a) 



(114 b) 



Diese einfache Beziehm^; erlaubt^ das Potential 91' des iJtein Tor- 
handen gedachten Bilds^stems zu finden ans dem Potential des 
ursprünglichen Objectsystems, und zwar gilt die Beziehung f&r jedes 
Paar coirespoiidirender Orte in beiden Systemen. 

Man braucht die Betrachtang nun nicht auf Ponktladongen zu 
beschr&nken, sondern kann namentlich auch die in der Klektro- 
atatik der Leiter wichtigen Fl&chenbelegungen in der Engel ab- 
bilden. E^ntspricht einem Flächenelemente da das Büdelement dt', 
so moTs, wie die Betrachtung am Schlufs des Torigen Paragraphen 
nnd die Figur 16 sofort zeigen, wegen der Aehnlichkeit der Ab- 
bildung sein: 

df p'' 

5^-^. (116) 

da p' . ^ ' 
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Die Dichtigkeit der FlächenbelegniLg im Objeot sei e und vir 
flachen die eDtsprechende Dichtigkeit s' im Bilde. Dae Qn&iitmn 
»da Tertritt einen geladenen Funkt im Object Das Qoantnm 
seines Bildes ist t'ds Delshalb mnTs die allgemeine Begel wie bei 
Funkten gelten: 

(e'rf«')--— («d«) 



oder, d« — - 5^ i»l: 




P Ü 






it.- Si 




,d, ii 



(116 a) 
Hieratis ond aas der vorstehenden Gleichong fOr ^— folgt: 



-— 1^' 



1 andi schreiben kann: 



Ä» ■ 



(115 b) 



(115 c} 



Während also das Bild einer änJaeren Fonktladong schwächer als 
das Object ist, wird die Flachendichtigkeit grOfser in dem inneren 
Bilde als in der äniseren Objectfl&che. Das kommt daher, dafs 
die Flächen noch stärker redncirt werden als die Ladungen. 

Anhangsweise sei noch auf die Abbildung rftmnlich geladener 
Objecte hingewiesen, wenngleich man selten davon wird Gebranch 
machen kSnnen. Ein Yolomelement dr im Abstand j? > A besitzt 
ein Bild dr' im Abstand ^. Wegen der Aehnlichkeit der kleinsten 
Theilchen mnb sein; 

ix' o'" 



dx p* 



(116) 



Die rftomliche Dichtigkeit in Object nnd Bild sei t und ■'. Dann 
entspricht tdx einem geladenen Objectpnnkt, ^ dxf dessen Bildponkt, 
Tfiithii ) ist: 

(.'drO--|(«Jt) 
oder 

tdx yp 
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Daraas folgt: , /-• . _, 



Vp- ä* 



(116 b) 

Diese Abbildungen, insbesondere diejenige elektrisch belegter Ober- 
fl&cben, wollen wir nnn zur ÄafßndoDg nener Qleichgewicbte auf 
Leitern benutzen. Wtlrde man als Objeot einen geladenen Leiter 
oder einen influenzirten Leiter nebet der die Inflaenz herrorrofenden 
Ladung wählen, so würde immer auf der Leiteroberfl&che das 
Potential ^ einen constanten Wertb besitzen. Dann sieht man aber 
aus Gleichung (114), dafs an der Oberßädie des Bildes das Poten- 
tial ^' der Bildladung nicht coostant sein kann, da doch die Ab- 
stände 8 der einzelnen Fl&chenelemente vom Nullpunkt variabel 
Bind. E^e Abbildung solcher Objecte kann also nicht Oileichgewichts- 
Tertheilnngen auf Ijeitem liefern. 

Dagegen erhält man eine solche G-leichgewichtsrertheiltmg stets 
in folgender Weise: Han nimmt einen zur E^e abgeleiteten Con- 
dnctor und o^ogt durch eine äufsere Punktladung t auf dessen 
Oberfläche eine Liflnenzbelegung. Das gesammte Potential der 
Punktladnng und der Fl&chenbelegnng zusammen ist dann an der 
leitenden Fläche überall gleich NolL Nennt man den Abstand der 
Punktladung von den einzelnen Flächenelementen s, so ist der von 
e herrührende Antbeil zum Potential an der Fläche gleich — , 
fo^Uch der übrige, von der Flächenbelegnng allein herrührende 
Antheil gleich 

Entfernt man dann den Punkt e wieder, so äiefst freilich in 
Natur auch die Inänenzbelegnng an dem Leiter wieder davon in 
die EWe, aber man kann diese Belegung in Gedanken so fizirt 
denken, dab sie in derselben Vertbeilnng verharrt, wie sie dttrch 
den Ponkt e angeordnet wurde, auch nachdem man diesen weg- 
genommen hat Wählt man nun diese fizirte Belegung als Ob- 
ject und legt den Mittelpunkt der abbildenden Engel in den Or^ 
wo vorher die Punktladung e sich befandj so stellt das Bild dieser 
Vertheilung immer das Gleichgewicht von Elektridtät auf einem 
isotirten geladenen Leiter dar, dessen Gestalt nach den Regeln der 
reciproken Abbilduag aus der Gestalt des urBprüngUohen influenzirten 
Leiters abgeleitet wird. Der Beweis der Behauptung folgt ans der 
Gleichung (114). Das Potential ip der Ohjectladuug in einem Punkte 
der Oberfläche des Condactors ist 

e 
9> T- 
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Belslialb wird das Potential q>' der BUdladnng in dem Bildpunkte, 
also ebenfalls in einem Funkte der Oberä&clie des reciproken Bildes 
jenes Condnctors 

Dieser Betrag ist an allen Stellen der Oberfläche constant. Im 
Inneren des Objectcondnctors herrscht im realen Gleichgevicht, 
d. h. anter Anwesenheit des inflneozireDdeo Punktes e Qberall das 
Potential Mnll, nach gedachter Fizimng der Obeifi&chenbelegang 
nnd EntfernnDg des Ponktea e besteht daselbst das Tariabele 
Potential 



wo 8 der Abstand eines inneren Punktes im Object Tom Nollpunkt 
bedeutet. Im Bildponkt, der dann ein innerer Punkt des Bild- 
körpets wird, ist nach äleichong (114} 



Es sind also die Gleicbgewichtsbedingongen fOr einen isolirten ge- 
ladenen Leiter in diesem Bilde erfOllt 

Man wird diese Methode mit Nutzen nur da anwenden kSnnen, 
wo das Objectsjstem sich in ein&cher Weise angeben I&Tst, sowohl 
was die Flächenbelegung als auch das Potential im umgebenden 
Baume betrifil. Ist dies der Fall, so haben wir alle Uittel in der 
Hand, nun anch die Flächendichtigkeit auf dem und das Potential 
rings um den Bildkörper anzugeben. 

In § 33 lernten wir die durch einen geladenen Funkt e auf 
einer im Abstand h gegenüber gestalten unendlichen leitenden Ebene 
berroigerufene Fl&chenbel^uug kennen und konnten auch das Po- 
tential dieser Belegung vor der Ebene in ein&chster Weise dnrch 
das Potential dner fingirten PunkÜadung — e hinter der Ebene 
darstellen. Denken wir nun diese Flächenbelegung fizirt, den Funkt t 
eotfemt, nnd die Abbildung der belegten Ebene ansgeftlhrt Das 

Bild der Ebene ist nach § 35 eine Engel vom Badius -^-r, das Bild 

besitzt auf der Oberfläche und im Inneren (letzteres entsprechend 
dem Objectraume hinter der Ebene) das constante Potential 

^'»-(-g-. Die Fläcbendichtigkeit e' berechnet sich noch Q\ti- 
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ohong (115c) aoB der in Gteichnng (105 b) angegebenen Dichti^eits 
aof der Eboifl za 

""^ in' B' ' 

iat also ebenfalls conatant. Da endlicb das Potential der fizirten 
Belegung der Ebene vor der Ebene anseieht wie da^enige des 
Punktes ~ e im Spie^pnnkte, so sieht das Potential der Bild- 
beiegang aoberlialb der BUdkugel aus wie dasjenige des reciproken 
Bildes TOn jenem Pankto — e. Dieses Bild fiült in das Centnun 
der Bildkngel and hat die St&ike 



denn der Abstand jenes Spiegelpnoktee hinter der Ebene Ton dem 
froheren Orte von e beträgt 2 h. Vergleicht man unter einander 
die hier gefundenen Wertfae des Eogelradias, des Potentials auf der 
Oberfläche, der Flächendichttgkeit und endlich des Potentials im 
Anisenraum, welches aussieht, als käme es Ton dner Pankttadong e' 
im Engelcentrum her, so erkennt man, dafs wir hier alle die uns 
bekannten Verhältnisse wiederfinden, welche fDr eine iaolirte, leitende, 
geladene Engel gelton müssen. 

Ein neues Resultat, das G^leidigewicht auf einem complicirter 
geetaltoten Condnctor, liefert die AbbüduDg der eben&Us in g 33 
besprochenen Infiuenzladung auf zwei senkrecht zasammenstofsendeo 
leitenden Ebenen. Wir knUpfen an Figur 9, S. 143, an, entfernen 
die reelle Panktladnng + e ond legen an ihre Stelle das Gentram 
der abbildenden Kugel vom Radius B (Figur 16). Die beiden Ebenen 
bilden sich in zwei Engeln ab, welche sich ebenso wie die Ebenen, 
rechtwinklig durchschneiden (Winkeltreae der Abbildung). Die Gr&ise 
der beiden Engeln hängt ron der gewählten Lage des Centroms 0, 
also Ton den beiden Absenden a und b ab, die Radien sind: 



2a 



und ft-gr- 



Das Bild der durch swei Ebenen gebildeten concaven Baomecke 
ist also eine geschlossene Oberfläche, welche aas Theilen zweier 
Kugeln gebildet wird. Die drei Spiegelbilder des reellen Punktes t, 
welche zur Darstellung des Potentials in dem concaren Baum- 
qaadranten nützlich waren, werden jetzt abgebildet in den beiden 
Eugelmittelpunkton Ä' ond B' nnd in einem Funkte O' aof der 
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Yerbindongalime beider. Ek ist auch leicht, die Stftrke dieser drei 
Bildpimkte ans der Fi^pir abzalesen: 
R 



In A' 



1 0' endlich - 



za fingiren. Die körperliche Gestalt des durch unsere Abbildung 
gefundenen Conductors findet man, wenn man das ebene HId der 
beiden einander senkrecht schneidenden Kreise um die Ceotrate 4'B' 
rotiren lä&t Das Innere dieses Körpers ist das Abbüd des Baumes 




hinter der leitenden Wandnng. Wir finden daher in der Abbildung 
im Inneren bis an die Oberfläche des Conductors das constante 
Potential 



Die Dichtigkeit «' der Fl&ehenbelegong konnte man mittels der 
Oleichuog (115c) aas der in Gleichung (106 b) angegebenen Dichtig- 
keit e auf den beiden EHjenen berechnen. Es wQrde sich zeigen, 
daJa sie ein st&rkstes MaTiiniim an der änlserateD Stelle der kleineren 
Kugel, ein Bch^ritoberes an der entgegengesetzten Stelle der grClsereD 
Kugel anfveist Besonders bemerkenswerth ist, daSa in der ein- 
geschnflrten Falte der Conductorfläche die Dichtigkeit Null ist, da 
sie auch in der Schnittlinie beider Ebenen gleich Null war. 

Nach Auisen erzeugt der Condactor ein Feld, als käme es ron 
den drei gedachten Fnnktladungen Ä', B", C her. Die gesammte, 
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dem Gondnctor mitgetheüte Ladimg t' mnib gleicli sein der alge- 
braischen Samme dieser drei Punkte, also 

(117) 



Fttr jeden isolirten and nicht infiaenzirten Gondnctor besteht 
fflr das Gleichgewicht zwischen Gesammtladnng nnd Potential eine 
Beziehnng tod der Form: 

e' = C-ip', 

wo C eine nur von der geometrischen Gestalt abhängige Gonstante 
von der Dimension einer Länge bedeutet, welche man die Gapacität 
des Condnctors nennt Für den hier betrachteten Körper giebt dies 




oder durch die beiden oben angegebenen Engelradien i 
aosgedrUckt: 



'Ca+ft- 



Ve7+p7 



Der letzte negative Summand dieses Aosdmcks hat einfii^he geo- 
metrische Bedeatnng: Er milst die Länge der Strecke 00' in Figur 16. 
Man kann daher die Capacität dieses Gondnctors sehr leicht als 
lAnge constmiren. 



Dritte« Kapitel. 
Engelfnnctionen, 



§ 37. Vorbemerkungen. 



Hat man zwei rerschiedene LSsnngen ip^ nnd <p^ der Laplaob'- 
scheo Differentialgleicbong gefunden, so ist auch Ä^^^^ A^ tp^ eine 
Lösung, weil die Difierentialgleichnng linear und homogen ist Die 
Coefficienten können complex gesetzt werden, wodurch eingreifende 
Yeiftoderungen in der äufseren Gestalt der Lösungen entstehen 
können. Auch unendliche Summen A^^j^ + J^(pj-{- J^<p^ + . . .. 
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können Lösungen darstellen, irenn die einzelnen fp■^, ff^, 9c,, .... 
der DifferentialgleJcliuDg genflgen und die nnendlichen Seihen con- 
vergiren. SelbstrerBtändlich fibertragen eich ünstetigkeitsstelleu 
einzelner Sommanden aof die ganze 3nmme. Wenn 9) [x, y, x) ein 
Integra] iat, so ist ^{x-i-a, y + h, x, + e) anch ein solches, denn 
die neaen Ärgimiente der Function qo bezeichnen nar andere Raum- 
ponkte, in denen aber ip ebenfalls die LAPiiA.CE'8che Differential* 
gleichung befriedigt. Die TTnstetigkeitBstellen der Function ändern 
bei der EÜnsetznng der neuen Argumente ihre Lage im Baume, wie 
bei einer gemeinsamen translatorischen YenUckung mit den Compo- 
oenten — a, — 6, —6. Aas einer Vereinigung der bereits an- 
geführten Sätze folgt, dafs auch — ^[x + a,y,x) <fi^,y, «] ein 

Integral ist. Läiät man darin die Strecke a gegen streben, so 
erhält der Ausdruck einen festen, im Al^emeinen endlichen Gh^nz- 
wertb, den partiellen Differentialquotient ron tp nach x. Es ist 
defshalb auch 

dz 

In gleicher Weise kann man höhere Differentialquotienten von 
tp bilden, nach x, nach y, nach x, gemischt wie man will, und er- 
Mlt aus (p immer neue Fonctionen, welche der LAPLACE'schen Diffe- 
rentialgleichung genOgen. Jedoch sind die Arten des unstetig- oder 
Unendlichwerdens bei den höheren DifferentialquotJenten andere, 
und anch die zugehörigen elektrischen Yertheilungen, deren Poten- 
tiale durch die höheren Differentialquotienten einer Function 91 dar- 
gestellt werden, sehen comphcirter ans, als die znr Function (p 
selbst gehörigen Ladungen. Ist z. B. q> das Potential von Ladungen, 

80 gehören zu ^, -^i -^ als Potentialen sogenannte Doppel- 
punkte, das sind je zwei entgegengesetzt gleiche PonkÜadnugen, bei 
denen das Product aus Ladung und Abstand ein festes Moment 
bildet, während der Abstand selbst verschwindend klein wird. Ger 
hören zu dem Felde von tp elektrische Flächenbelegangen, so erhält 
man durch geeignete Verbindungen der ersten Differentialquotienten 
von <p Potentiale von Doppelschicbten etc. 

Wenn <p bereits ünendlicbkeitsstellen oder ünstetigkeitsstelleu 
aufweist, so werden die Differentialquotienten mit steigender Ord- 
nungszahl daselbst immer heftiger unendlich. Solche Stellen sind 
selbstverständlich von der Betrachtung der Function auszuschliefften. 
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Wir wollen jetzt anagehen tos der einfachaten PotentialfimctioD, 
D&mlich derjenigen, welche das Feld um eine im Nnllpankt fest- 
gelei^te ponktfönnige podtiTe Eiolieiteladang bestimmt. Dieses ist 



,,. = --, (r-y.' + »■+»•). (118) 

Bezeichnen wir noch die Winkel, welche der Strahl r mit den 
positiTen Cktordisatenaxeo bildet, mit a, ß, /, so ist 

— « cosa, — = vmß, — =« cosy. fll8al 

r r '^ r ' ' 

Dann genUgt ^^ im ganzen Räume, mit Ausnahme des Nnll- 
punktes der LAPLAOB'schen DifTerentialgleichiiDg. 

Bilden wir non snccessiTe die Reihe der Diffarentialqaotieiiten, 
so erhalten wir nene Functionen, welche ebenfalls der LApLACB'sohen 
Gleichung im ganzen Baume geoQgen, mit Ausnahme des Null- 
punktes, in welchem sie unendlich werden wie höhere Potenzen 
von 1/r. 

Die Reibe der nur uacb x genommenen DifFerentialquotienten 
beginnt mit folgende Ausdracken: 








— COBK 




r" 


-^ 


- 1 + Sa«"« 


r' 


-16^ 


9co8a— IScos'o! 




+ 105^ 




9-90 (!OB'«+106 cos'« 




r' 


£.+ 1050^-945^, 




- 22Bcos«+ 1060 C08>« - 946 co>'« 




etc. 



8i" 
^-9^-90^ + 106^ (118b) 



Durch VOTtauachung der Buchstaben x und a mit y und ß resp. 
% und / erhält man zwei analoge Reihen. Endlich können auch 
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maoitigEaltigfl gemisclite DifferentialqnotieDten nach x, y, z zugleich 
gebildet werden, z. B. 



dg dz 
03^ dy " 
dxdyöz 



3»» 
r' 

34-16- 





- 


3 eoH j? cos 7» 




•s 


- 


3co8(3 


-15C0B* 


acmß 


r' 




r* 








— 15cosaooa/? 


cosy 



(118 c) 



Die allgememete Form eines nten Differentialqnotienten Ton ^i^ ist 



da^ dy* dx' ' 



(119) 



wobei a, h, c, n natürliche Zahlen sind. 

Es stellt sich das allgemeine Gesetz heraus, dafs man f)„ dar- 
stellen kann durch eine ganze homogene Function nten Qrades von 
x,y,», diTidirt durch die Potenz r^» + 1. So läfet sich z. B. der letzte 
der in Gleichung (116b) angefahrten Differentäalqnotienten auf den 
Generalnenner r'' bringen und lautet dann: 

945 -a> 



g'yn -225a!r* + 1050j'r*- 

-120afi+i00x^y*-225xy*+600x'z*-i50xt/'z'~225xz* 



Nennen wir die auf diese Weise im Zähler entstehenden homogenen 
Functionen H., «,»,(> bo ist allgemein 



^a,t.t. 



tlVÖ^WÖ^ r^' 



(119 a) 



Andererseits aber kdnnen wir mittels der Gleichung (118a) an 
Stelle Ton x, y, x die Bichtungscosiuus ron r in die Zähler Aear 
AusdrDcke schaffen, wie dies in (118b) beispielsweise bereits ge- 
schehen ist Dann erscheint jeder nte Differentialqnotient von — 
als ein Bruch mit dem Nenner r" * \ während im Zähler eine ganze 
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FoDctioD nten Gtrades der drei Bichtongscoeisos auftritt Nenoen 
-wir diese: S..t., so ist 



Vm^-s — A - i."a -; — — = ^ -— oder a-tsc" 

Einlache Beispiele dieser f-FunotioneD sind in den zweiten 
Fonnen der OleidiiiDgen (USb) und (118c] gegeben. Diese K„ sind 
die sogenannten Engelfanctionen, welche zuerst ron Laplacb n&her 
antersucht worden sind nnd deren Nutzen f&r die Potentialtheorie 
wir im Folgenden ans einander setzen wollen. 

Sofort erkennt man zwischen den Engelfanctionen nnd den 
vorher erwähnten homogenen Coordinateufunctionen ^,a,t,c folgenden 
Zosammenhang : 

Fflr die praktische Benntznng dieser Functionen ist zwar die 
hier gegebene Art ihrer Bildung noch schwerMIig, jedoch ist ihre 
Definition in dieser Fassung rerh&ltiiifsmäfoig l^cht ftnachaolich und 
es lassen sich auch gewisse wichtige Gesetze aas ihr leicht ableiten. 
Das Dnendlichwerden der DifferentiiJqaotienten (/>, im Nullpunkt 
erscheint in der Schreibweise (119b) nur durch den Neoner r" + ' 
Temrsacht, denn der Zähler i[^,^t,c als reine Function der Bichtong»- 
winkel von r ist ron der IJänge r unabh&Dgig und beh&lt seinen 
endlichen Werth auch bei verschwindendem r. In der Form (I19a) 
steht im Nenner gar die Potenz r^'+i und der Zähler 2^,,,^ ^ geht 
im Nullpunkt selbst auf Null herunter wie die positive Potenz r". 
Dag^en w&chst in grolaer Entfernung vom NuUpnnkt 3^^ ^ «, ^ 
aber alle Grenzen vrie r", während <p„ dort gegen Null schwindet 
wie r- <"+•). 

Wir wollen nun nachweisen, dafs die ganze homogene Function £r„ 
im Zähler itlr sich allein [ohne den Nenner r^ " + ^) eben&lls der 
LAPiiA.CE'sGhen Differentialgleichung geufigt 

Wenn U und V zwei differenzirbare Baumftmctäonen sind, so 
gilt ganz allgemein die Formel: 

Setzen wir nun 
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SO brauchen irir aof der rechten Seite fOr die mnde Klammer: 

w(7^) — <2» + >)-^ 
i(^)--P. + i);^ 

Ferner müssen wir J Ü bilden: Durch nochmalige Differentiation 
des ersten der drei vorstehenden AosdrOcke nach x erhält man: 

Bildet man analog die zweiten DifFerentialqaotienten nach y nnd * 
und addirt alle drei, ao ei^ebt sich: 

oder 



(120a) 



/ 1 \ 2n(2n+l) 
Setzen wir dies alles in Gleichung (120) ein, ao folgt: 

\r'" + *y ^Ja + i ^J« + » 

„(Zn+l) / dB, , äff. , äff, 

Fflr jede homogene Fanction nten Grades gilt der Satz: 

Beweis: 

EÜn einzelner Snnunand Ton ^„ hat die Form: 

A„ — C-ir*'yfl'a:', wo v + ^ + ok. 
Daher ist 

and 
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Ebenso ist 

6h. 

dk, 

'sr-"^- 

Dies ober sämmtliche Summandea der homogenen Fnnctioo sammirt^ 
liefert die G^leichong (121). 

Benutzt man diese G-leichung zur Umformung des letzten Gliedes 
von (120a), so erkennt man, daÜB ihre beiden letzten Glieder sich 
aufheben und Qbrig bleibt: 

^{i^)-T>^''B'- ('22) 

Wir wissen nun. dafs die linke Seite (bis auf die Stelle r => 0] 
Qberall gleich Null ist, denn sie ist das J von einem nten Differential- 
quotienten von — Defshalh ma& auch die rechte Seite ver- 
schwinden, d. h. es mufs sein 

J5, = 0, {122a) 

d.h. die durch Gleichung (llOa) definirten homogenen Functionen E„ 
genttgeu der IiAf LiCB'Bcheo Differentialgleichung. Im Nullpunkt ist 
die linke Seite nicht mehr Null, sondern steigt Qber alle Grenzen 

1 

steigt). Da aber rechts eine noch höhere Potenz im Nenner steht, 
80 ist fär J S, im Nullpunkt keine Äasnahmestelle anzunehmen, 
vielmehr gilt auch dort (122a). Dagegen wird H. selbst in grofBer 
Endemung Ober alle Grenzen wachsen wie r" . Als Potential eines 
elektrischen Feldes kann daher eine Function S, nur in begrenzten 
Gebieten dienen. Jenseits müssen TJustetigkeiten liegen, welche auf 
die ursächlichen Ladungen hindeuten, während das Gebiet der 
Gleichung (122a]^ auch der Nullpunkt^ dabei ganz leer Ton Elektricität 
aeän mnfs. 

Man kann die Gleichung (122] auch zu dem umgekehrten 
Schlüsse verwenden : Hat man auf irgend eine von unserer 
Gleichung (119a) nn&bhängigeh Weise eine ganze homogene Function 
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nten Grades an^efnudea, welche der lujpLACB'scheD Differential- 
gleichong genügt, so mols diese Fimctioii, dividirt durch r^"***', 
ebenfalls ein Integral derselben Differentialgleichung sein, aber 
mit dem Ansnahmepnnltt r « 0. 

Das Auffinden solcher ganzer Functionen ist nicht schwer. Jede 
CoDstante (Function Oten Grades] und jede lineare homogene Function: 
Jx + By + Cz genfigt der LAPLAOB'achen Differentialgleichung. Bei 
den Functionen zweiten Grades: Ä3?+By*+ Cx^+ Dyz + Ezx + Fxy 
ninTs schon eine Bedingung zwischen den Coefficienten erftlUt sein, 
denn das J dieser Function ist gleich 2(A + B+ C). Die ganze 
homogene Function zweiten Grades erfallt die LAPL&os'ache Gleichung 
onr dann und immer dann, wenn die Coefficienten der drei Quadrate 
zusammen die 8umme Null geben. Bei höheren Graden steigt die 
Coefficieutenzahl, aber anch die Bedingungszabl. Im Allgemeinen 
kann man darüber Folgendes aussagen. Daa J einer homogenen 
Function nten Grades ist eine homogene Function (n — 2)ten Grades, 
deren Coefficienten als algebraische Summen tou ganzzahligen Viel- 
&chen der Fnnctionscoefficienten erscheinen. Soll nun dieses J tüi 
jede Werthgmppe der Yariabelen gleich Null sein, so muls jede 
dieser eben bezeichneten algebraischen Sommen einzeln = sein. 
Das sind demnach eben ho viel Bedingungen, als die homogene 

Function (n — 2) ten Grades Glieder besitzt, nämlich - — ^-^ — 

Diese Bedingungen müssen von den ^ Coeffidenten der 

homogenen Function nten Grades erftlllt werden. Man kann eben 
so viele Coefficienten, als Bedingungsgleichungen Torliegen, durch 
die übrig bleibenden ausdrücken, und erkennt, dalä 

"'+y + '" -ÜL^-2.+ l (128) 

Coefficienten frei Terfligbar bleiben. Das allgemeinste ganze homo- 
gene Integral nten Grades der LAPLACB'schen Gleichung hat also 
2 n + 1 willkürliche Constanten. 

Die Ton ans im Zähler Ton Gleichung (119 a) au%efandenen 
-^a,*»«: haben gar keine Terf&gbaren Coefficienten. Man kann so viele 
ifn.aic auffinden, als drei natürUche Zahlen (inclusive Null) sich 
zn der Summe a + b -f- c — n zusammenstellen lassen; das sind 

■ ^ -. Jede mit einem unbestimmten Factor mnlüplicirt 

und alle addirt geben dann auch eine ganze homogene Function 
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nten Qrades, die der LAPLiOB'schen CHeichong genQgte. Dieser 

Ausdruck hat scheinbar ^^ ^ ~ disponible Constaaten, wie 

die allgemeinste Function nten Grades. 

Wir haben aber eben gesehen, dafs die allgemeinste passeiide 
Function nur (2 n + 1) die^nible Conetanten hat Also mfissen 
sicher alle durch Sommirung der E„ait gebildeten Functionen unter 

2 

gleicbungen aus der allgemeinsten Fonn heraaaholten, and die Qber^ 
zäbligen Coefficienten mflssen sich za solchen Gmppen vereinigen, 
d&fs im ganzen doch nur 2 n + 1 unabhängige Bestandteile dadarch 
gebildet werden. Mit anderen Worten: Die einzelnen H„abc und 
nicht lauter unabhängige Integrale. 

In gleicher Weise kann man die elementaren Kugelfunctionen 
K^ate üi Gleichung (110c), mit je einem Factor erweitert, addiren 
and erMlt so eine allgemeine Engelfunction itter Ordnnng, welche 
ebenso wie die ganze homogene der LAPLACs'schen Gleichung ge- 
horsame Function, 2 n + 1 willkflrliohe Constanten enthält 

g 39. AufflnduDg der Normalformen für die Rugelfunctlonen. 

Um aus den J(i»+1)(b + 2) nach dem Schema der Glei- 
chung (lt9b] herstellbaren Engelfunctionen nterOrdnung die (2n-fl) 
unabhängigen Grundformen berauszusnchen oder zusammenzustellen, 
müläte man nniständliche Betrachtnngen durchfahren und mtllste 
auch in unsymmetrischer Weise die einen vor anderen gleich- 
berechtigten beTorzngen. Man kommt leichter zum Ziele und findet 
auch glattere Formen fOr die unabhängigen E^lemente, wenn man 
einer der drei Axenrichtungen, z. B. der a^-Richtung eine Sonder- 
stellung anweist, wie das auch bei der Einführung räumlicher 
Polarcoordinaten um die x-Aie geschieht 

Statt der Variabelen y und x führen wir nun zwei andere, 
conjngirt complexe Variabele p und q ein durch die Gleichungen: 

^ * [ (124) 

q-y~tz, \ 

denen wir sogleich als Folgenmgen hinzuffigen: 

dp dq 

dv dv 
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Die Eecheiigeaetze Bind fOr complexe Gr&fsen die idmlichen, 
wie fOr reelle, mit der eisea beaonderea Beetimimuig, dals £* — — 1 
zn setzen ist. Delshalb kann man aach Functionen von x,y,it ver- 
wandeln in solche TOn x, p, q, und aucti paitieUe Differential- 
gleidmngea f&r diese complexen Yatiabelea umformen. Hat man 
dann ein complexes Integral einer linearen homogenen Differential- 
gleichnng wie die LAPLACx'sche, gefdoden, so niufs der reelle und 
der imagiidire Theü &ix dch einzeln auch je ein Integral liefern, 
so dais mau auf einen Schlag zwei particuläre Integrale findet. 

Zunächst formen wir das liAPLAOB'ache Jg) für den Gebrauch 

der Yariabelen ai,p,q um. Das erste Glied -^-^- bleibt tmge&ndert; 
znr Bildung der zweiten und dritten rnftssen vir erst bilden 

d^ dip dp d<p dq 

dy ™ dp dy dq "Jy 

dtp d<p dp d<p dq 

dx ~ dp dx dq dx 
odei wegen [124 a] 

dtp dtp dtp \ 

'dy" 'dp ~Bq I 

dtp .d <p .d tp I 

dx^ dp^ dq' ] 

Durch nochmalige Anwendung dieser letzten Formeln auf eich selbst 
erbSlt man 

d*tp d*tp „ d*ip ffly 



(124 b) 



(124 c) 



dp'^ dpdq 
und dnrch Addition bdder Ausdrflcke: 



und man kann die IiAPUOB'Bche Differentialgleichung in folgende 
Form bringen: 

ä!| i^. (126.) 

dpdq ^ dx* ^ ' 
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Von dieser traoefonnirten Qleichimg gilt rein mathematisch — 
gleichgültig, was man sich unter den Yariabelea x, p, q vorstellt — 
w^en ihrer homogenen Linearität dasselbe Gesetz, welches vir f&r 
die cartesischen Coordinaten bereits Terwecdet haben, Dämlicli: Hat 
man eine Function tp^ von x,p,q gefunden, irelche die Differential- 
gleiohnng (125 a] befriedigt, so thtm dies andi alle ihre mannig- 
fadien Differentialquotieoten nach den drei Yariabelen, so da& man 
als ein Integral ansetzen kann: 

(126) 



tir dif.öp^.dq'' "■■^'-- 

Non sagt die DifFerentialglelchnng (125 a) nichts Anderes aas, als 
daTs jede ihr genügende Function, wenn man sie einmal nach p 

and dann einmal nach q differensirt [Operation -^ — 3 — |, dasselbe 

Kesoltat liefert, als wenn man sie zweimal nach x differenzirt nnd 

den Factor —\ zusetzt [Operation ~ia— ij- Macht man also 

diese beiden gleichwwthigen Operationen t mal an einer der Gleichong 
genOgenden Fanctioo ip, so ergiebt sich die Gleichong: 

(127) 

Mit Hülfe dieser Formel kann man das Integral (126) nmformeik, 
wobei wir die I'älle 6 = 0, 6 > c nnd b < c antfflscheiden. 
E^ sei zuerst b — t, also 2 b — n — o. Dann ist 



(127 a) 



Zweitens sei angenommen b > c. Wir aetz«i b = c + m, also 
a + 2C'=n — m, and kSnnen den Ausdruck (126) dann so anordnen: 

dafXd^dq' \dp' /) ^ *'^öa^+ä<l öj)" 






'i-^Y 



dsf'^dp^ 



(127 b) 



Drittens and letztens sei b < c. Wir setzen c « b + m, 1 
a + 2B — n — m nnd finden: 
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Auf die hier noch beihehaltenen Potenzen tod — ^ kommt weiter 
nicbta an, da man ja jedes Integral dieser DüFeretiti&lgleichnngeQ 
mit einem beliebigen coDstanteo Factor erweitern darf 

Die beiden Formen (127b und c) tmterscheiden sich bei Func- 
tionen qpg, weldie wie nnser 1/r nach p und q symmetrisch zu- 
sammengesetzt sind [TgL nuten Qleichni^(126)], nnr im Vorzeichen 
Ton t, liefern also bei der Spaltung in Keell und Imagio&r die 
glichen ' Paare von Lösungen. So sieht man bereits, dafs der Aus- 
druck (126) mit seiner scheinbar zwei&dien Mannigfaltigkeit der 
Ordnungszahlen a, 6, c mit der festen Summe n in Wahrheit nnr 
eine . einfache Mannig&ltigkeit zweier natürlicher Zahlen (n — m) und 
m mit der festen Somme n besitzt, so dafs, da jeder Fall von m = 1 
bis m — n ein Lösungspaar enthält, während der Fall m = in 
(127a) nur eine einzelne Lösung liefert, im Qanzen 2n + 1 tst- 
Bchiedene Onmdformen nter Ordnung auftreten, ans denen mau die 
allgemeioBte Ldsong nter Ordnung mit 2n + 1 disponiblen CoefG- 
cienten homogen und linear zusammensetzen kann. (Vergleiche den 
Schlnis des Torigen Paragraphen). 

Die DifCerentialquotiesten nter Ordnung nach x, y, x endlich, 
welche in Gleichung (119 b) als Quelle fttr die Eugelfunctionen an- 
gef&hrt worden, lassen sich natflrlicher Weise als homogene lineare 
Summen von nten Differentialquotienten nach x, p, q aasdrücken. 
Somit sind sowohl jene ganzen Functionen ff, als auch die Eugel- 

t,t,i 
fimctionen E^ zurückgeführt auf die hier in Aussicht gestellten, 

a,t.( 

von einander unabhängigen 2 n + 1 Grandformen. 

Wollen wir nun deren Gestalt näher kennen lernen, so ist za 
beachten, dafs in der Function qp^ — — nur die Gruppe y' 4- x,' vor- 
kommt, fbr welche sich aas den Gleichungen (124) eigiebt: 

y' + x*~pq-Q'. (128) 

Die zn differenzirende Function l^ngt also explicite nur von dem 
Modulqoadtat ^* der conjogirt complexen Grölsen p und q ab. Es 
ist defshalb 
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(7) ^ «((.■) 



dp 






und da g* als unabh&ngige Yariabele neben p beeteht, bei mfiulieT 
Difffflreatiatioii nacb p: 



dp' 



Ganz analog ist 



(129) 



^-(1) Hl) . 

Hiernach nehmen die Integrale (127 a, b, c) in jedem Falle die 
Gestalt an: 



■P-.-- ä^.-.l6if^. f' »*" =3iir 



"(i) 



■ [ö (?")]■" 



(129 a] 



Bei den Potenzen p" and q' kommt nus zu Statten, dafs sie 
durch die Ereisfonctionen der Vieliachen des Azimathalwinkels der 
complexen GrSfeen dai^estellt werden können. Dieser Azämothal- 
winkel ist hier nichts Anderes, als der lAngenwinkel der r&nmlidien 
Polarcoordinateo um die x-Aze. Fflhren wir also jetzt ein: 

XB>rcoBi9- 

y la r sin ^ COB 1; 

so wird 

p=^y + i»-= rsini?-(C08fl + *sinij)-ir8in^*e*' 
q=^y — ixmE =rsiD^>e~'' 

pg-. p» — r'sin'»?' 
and Bcblieblich 

p' ■■ »■■sin"^-e'"i B r*'8in**^'(coBinf; + tsinmi?) 
j» = —r"sin"^ (oosmfl — tainnu?) 

und die Integrale nter Ordnang nehmen im Anschlaä an (129a) 
die Form an: 



(130) 



(180a) 



(180b) 






(181) 
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Bar reelle Theil mit dem Factor cosm«; und der imagmSre 
□ach StreicboDg toq t mit dem Factor smmq Biod, einzeln ge> 
Dommen, ebenfalls LösnngeiL Erweitero wir also beide mit zwei 
willkuriicben CoostanteB ^, b °iid ^ „, so erbalten wir eine reelle 
LOsniig Ton folgender Form: 



•d) 



y».» = ^'J^ ^a-n— ■rgfpi)]» '^'' *-(-lB»«>8mt?+B,,sinnn;). (131a) 

An Stelle der bräden eingefUbrten Constanten kann man ancb 
eine Amplitnde C„ ^ nnd eine Phasenconstante On r verwenden durch 
die Beziebongen: 

^w- CL«coBc„* und ^m- Q,,8ino„» 
oder 

a,*=-V-^*- + -B!«. o,. = arctang^- 

Dann eiii&lt man 

y,« - ft '/" ga!"— .[gto')]" ""''''^' ^'"'"^'"'' ~ °"^' ^^^*'*' 

Der in beiden Ansdrücken rechts Torangestellte Factor ig, a be- 
deutet einen Zahlenwerth, dessen geeignete Bestimmung wir auf 
epäter Terschieben. Jedenfalls bat dessen Hinzufügung nichts Be- 
denklicbes, da außerdem noch die disponiblen Factoren A„„, B„^ 
oder Cku vorbanden sind. 

Aus dem y^. gewinnt man nun die Eugelfnnctionen ganz 
analog, wie in Gleichung (119b] angegeben, durch Multiplication 
mit T'+K 

Wir wollen folgende Bezeichnung einführen: 

«■(1) 

p^.-K.-'"*'- a^-.p,^i)]. - (182) 

Dann haben die auf diese Weise gefundenen Eugelfunctionen die 
Gestalt: 

^m - Pn.«,-8in»*-{J,„coem.? + ^«sinmij)l 
= Pn« •8in«'i?'.Ci»'Cos(rai? — Obb). l 

Die directe Berechnung der nten Differenttalquotienten Ton — iBt 
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9» 



ziemlich aniBt&ndlich. Hau mü&te, am einos bBstinunten tod ihnen 
za finden, eine ganze Beihe der niediigeren rorher berechnen, anch 
ist das allgemeine Bildangsgesetz in seiner Abhängigkeit tod den 
Zahlen n and m aaf diese Weise nur schwierig zn erkennen. Zar 
Anschannng seien die niedrigsten Vertreter dieser Ausdrucke P„m 
von n — bis n » 4 nach G^leichnng (132) berechnet, hier angegeben: 



n-o 


i- I 


n-2 


m"0 kofi-l 


"■••(-t) 


».,-(-l + 3|^) 


m- 1 


*...■(-« 


^4t] 


iit_2 




*«•(»■*) 


m-8 






m-4 









11-3 


II-4 


m-O 


.,..^-.5-) 


*.,o-(9-«0^ + 106||-] 


m-1 


^..(»-M^) 


i,,(_9.ii + 16.i^) 


m-2 


K.{-M-^] 


V«-(-t-i + 3-»-*--^) 


m-8 


k.-l-i-*-i) 


*.-(i-»-»^) 


n-4 




k.-(i-i-i-}) 



(132b) 
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Unmittelbar kann man hieiaaa nur erkeaneii, da& 

P.,.-*t,-(-l)"-(i-*-^) (182c) 

ist, und daTs die mit ka, , mnltiplicirten Anadracke ganze Functionen 
TOD — sind, welclie entweder nacb geraden oder nngeraden Potenzen 
dieses ecliten Bruches fortschreiten und mit dessen (n — in]teD Potenz 

abbrechen. Nun ist nach (130) — -•cosd-, die B, „ sind also 

* ' r 

reine Functionen von cos^ von dem eben angegebenen Charakter. 
£b ist üblich in der Theorie der Eugelfunctiosen statt der Fol- 
diatanz & direct deren Cosinae da Yariabele einzufahren 

ca8& = n. (133) 

Dann ist 

sin* = + yi -p* 

stets positiv, weü & zwischen und n bleibt 



§ 40. Transformatfon von J <p fllr den Gebrauch räumlicher 
Polarcoordtoaten. 

Um die allgemeine Form der Functionen P^,, des Ai^umentes ju 
zu finden, ist es nßtbig, Integrale nter Ordnnng der IiAPLAOE'schen 
Differentialgleichnng durch die gefundene Normolform (lS2a) der 

Kugelfonctionen zu bilden, also entweder <p,,xt= ■ ,\i -^,m oder 

tpK,w, ^ ^ ' ^*,w Qnd diese in die Differentialgleichung einzusetzen, 
welche dadurch befriedigt wird. Da aber jetzt die Integrale in 
Polarcoordinaten ausgedruckt sind, mflBsen wir erst das Afp &ir 
solche ausdrucken. 

Dies geschieht am leichtesten, wenn man den allgemeinen Satz 
Gleichnng (78) S. 92 



ff^-^-IIP-^^ 



anwendet auf das Ranmgebiet, welches ein Yolomelement der Polar- 
coordinaten ausfilllt Dieaea ist begrenzt durch zwei ooocentrische 
Kngelflächen von den Badien r und r + dr, durch zwei Eegelmäntol 
von den Öffoungswinkehi & and & + d& nnd durch zwei Meridian- 
ebeneo Ton den Uogenwinkdb •; und •; + dfi. Diese drei Flächen- 
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paare dnrdischaeiden sich rechtwinklig. Der Baam sei bo klein, 
dab die Kanten seiner Umgrenzni^ als geradlinig gelten dflrfen. 
Derea Länge ist 

1. in radialer Eichtnng: dr, 

2. in Bichtnng der Meridiankreise: r'd&, 

S. in Bichtnng der ParaUelkreise: rmi&-dii. 
Daher ist das Volumeii: 

dT = r'äTi&--dr-d&-dij, 

das Bechteck auf der Eugelääche vom Badios r: 

d«, = rd&-rBm&dii, 

das Bechteck auf dem Kegelmantel vom Winkel .&: 

d8^ — raia&dij-är, 

das Bechteck anf der Heridianebene Tom lAogeDvinkel i;: 

rf«3 •-dr.rdd-. 

Femer ist die innere Normale auf ds^ gleich dr, also der Bei- 
trag zom Oberflächenintegral 

^d,,=^^r'em»d»dv. 
Örtj ^ dr ' 

Von der gegenüberliegenden Fläche rQhrt «in Beitrag her, welcher 
einerseits entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, weil die innere 
Normale dort in Bichtung — dr Tällt, andererseits einen durch den 
Schritt dr TerSnderten Werth besitzt Die Summe beider Antheile iat 

-dr--l^{^r*^&d&dn} ■§^{r'^ysm»d&dvdr. 

Die innere Normale auf ds, ist gleich rd&, also der Beitrag zum 
Oberäächenintegral 

-*^ <*»« " — ir^Tsin^ dti dr <■ -^^sinö-djidr. 
ooj • rd& d& 

Von der gegeofiberliegenden Fläche rührt wieder ein entgegen- 
gesetzter und durch den Schritt d& vei^derter Beitrag her, bo 
dals die Summe beider ist 
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Die innere Normale äuf da^ endlich ist gleich rä.a9'dti, also 
der Beitrag zum Oberflächenintegral: 

OMj ' rsva&dti amö- o»? 

Von den beiden letzten F^chenelementen zusammen rtkhrt daher der 
Beitrag her 

dt] Isin* dl} ] wa.& Ot}' 

Nunmehr k5nuen vir die eingangs citirte Integralfonnel für unseren 
Fall zusammeusetzen, and im Baiunintegral wegen dessen Klein- 
heit Jqp als constaote Gröfse absondern. Dann erhalten wir: 

- ^L^ ^3^drd&dv •= - Ja-r*6ia»-drd&dii 
oder 

Wir wollen anch hier /* => cos <?' als Variabele an Stelle von 
S- einftÜiren. Dabei ist zn beachten, daXs 
d(t<^ — wn&-d9-. 
Das nnttlere Glied der Torstehenden rechten Seite wird dadurch 
äulserlich etwas verilndert, denn es ist 



Der Aasdruck nimmt dann 

Braucht man das Aip nur fUr die LAPLAOB'sche Differential- 
gleichung, wo es gleich Null ist (nicht aber etwa f&r die PoiasoH'sche 
oder fUr die Wellengleichnng], so darf man den gemeinsamen 
Divisor r^ fortlassen. Die LAPLACB'sche Gleichung lautet also, in 
den Tariabelen r, (t, t] ausgedrückt: 

H. V. HKLNHOLnE, Thwwgt. Phnlk. Bd. IV. 12 







a 






Denier achreibfln wü 
lie Form an: 


■ Bin.)-- 


yr 


- (!.'. Dei 




■1?) 
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-"■'IjlH 



178 ERSTER THEIL. § 41 

E^ giebt, wie man leicht dorchschftiieii kann, noch einige ab- 
weichende Formeln fOr diese DiffereotialgleichiiDg, doch weichen sie 
Dor in nebensächliches VeAnderungen von einander ab. 



§ 41. DlfTerenüaUrlelchung fOr P„u und deren Lösung. 

Ll die soeben gebildete Form der LAPLAOB'schen Differential- 
gleichtmg setzen vir nan folgende L&sung ein, in welcher die Eugel- 
fonction K^w aus Qteicbniig (132a} rerwendet wird: 

fp = —^^^'Paa-'^l — H'"- C- 008(011? -C). (136) 

Nor der erste Factor ist Ton r abhängig, und da 

^(t^)— C + D-i^ 



r'4- 



dr W" + >/ 



-(n+I)- 



1 



ist, wird das erste Glied der Differentia^leicbimg (135) 

Das gleiche Ergebnifa würde eich finden, wenn man an Stelle 
des Factors — jj^n" "^ Gleichnng (136) den Factor r» gesetzt hätte, 
welcher ja ebenfalls die Eagelfdnction in ein Integral der Laplacb'- 
scbes Differentialgleichung Terwandelt Es ist nämlich 



''^stM -'"■"*' 



;sr('-'srC-)) = "(» + «'"• 



DIFFEEENTIALGLEICHUNG FÜR Pa». 



Die y&riabele ft steckt nur in Pn^'V^ — I*' u^i^ «b ist: 



") = ^vr^ 



■ mPn./tyT- 






ci-fi" -mp,,j.yn 



A((,_,,l.{p„yT^-)) 






Tv"*'-2(m+l)^jii^(.yi-(.""-inP,.VÜv"+m'P,./i'yrv' 



d|» 



oder etwas anders geformt 



df 
I iCP, 



U^->^^^M-^r- 



'ä/t' 






■ p..yi 

Also wird da« zweite Glied der Differentialgleidiiuig 
.-.("-"■'If) 

Die Variabele ij endlich kommt nur in cos (m i; — c) Tor und ea ist 
-m*C0B(mij — ö). 



(186 b) 



(f co8(nn? — c) 



Also wird das dritte Glied der Differentialgleichiing: 



1 d*<p 



'l^- 



(136 c) 



Alle drei TheÜe (136 a, b und c) entbalteik die ganze Function tp 
als gemeiDsamen Factor, den wir wegen der Null aaf der recbtea 
Seite der LAPiiAca'schen DiSerentialgleicbang weglassen dürfen. 
Femer sieht man, dafs das dritte Qlied (136o) sich gegen den letzten 



180 EBSTEB THEIL. § 41 

SnmmaiideD des zweiten Q-liedes (136b) weghebt Wenn man den 
ganzen Auadmck noch mit P„ _ mtiltiplicirt und beacbtet, dafs 

nCm- 1) - in(m + 1) "= (n - m)(n + m + 1) 
ist, so erhält man das Ergebnirs: 

(l-/i')^-2(ni + l)^^ + {it-in){n + ra+l)n„ = 0. (137) 

Dies ist eine gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichnng 
zweiter Ordnung Ar Pnu als Fonction der Tariabelen n mit zwei 
natürlichen Zahlen n und m (^ n) als Parametern. Die im g 39 
bereits betrachteten und durch einige Repräsentanten in der Ta- 
belle (132 b] TeranschaulichteD Functionen Pam müssen ihre Integrale 
sein, es ist aber nicht gesagt, dafs dieser Differentda^leicbong hier 
nicht noch andere Functionen genügen und dafs sie in Bezug auf die 
Zahlen n und m an die Bedingungen ihrer Entstehung gebunden ist^) 

Zuerst leiten wir aus (137) eine Beziehung ab zwischen den 
P„a, mit gemeinsamem n, aber Terschiedenem m, und differenidren 
zu diesem Zwecke die vorstehende Gleichung nach /t. Dies giebt 
zunächst ohne Zusammenfassung der entstehenden Glieder: 



(1 


-"^^-"^ 




-2(„+l)/7^.!L-2(m + l)^ 




+ (n-m)(ii + m + l)^j^ - 0. 
Nun ist aber 






- 2(m + 1) + (B - mXn + m + l)«(n - m - l)(n + m + 



Das Resultat ist also darstellbar in der Form: 
+ (n-[m+l])(n + [m + l] + l)f' 



(138) 



Uan erkennt, d&Is diese Formel dieselbe Büdnng besitzt, wie die 
vorige (137), nur steht hier [m + 1], wo dort m stand, und hier 



I) Erwdtenmg der Bedeatong von n und m spfttei, in g 46. 
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-'" , wo dort Pam stand. Wir haben also hier die Differootial- 
gleichnog fOr Pn,B + i erhalten, und sehen zi^leich, daTs die Func- 
tion ,"" - ihr genOgt Wir kOnnen defshalb, freilich zunächst noch 

immer anter Freihaltimg eines wegen der linearen Homogenität der 
Differentialgleichang unbestimmten constantea Factors folgendes 
Gesetz aufstellen: 

-Pn m + 1 = conet ■ ,"" 
dp 



m const 



dP„,„-i 



Dnrch wiederholte Anwendung dieses Gesetzes finden wir schließlich 

P„„ = conflt.^J^- (188h) 

Es genfigt daher Integrale der Differentialgleichung (137) für 
den Fall m = zu suchen, die üehrigen ergeben sich dann aus dieser 
Formel. Die Gleichung lautet fUr m — 0: 

Auch wenn wir noch nicht wOfeten, dals es nach ganzen 
Potenzen von /u fortschreitende Pao giebt (die erste Zeile der 
Tabelle (132b) zeigt die ersten Vertreter], k&nnte mau versncheD, 
diese Difierentialgleichnng zu iutegriren, indem man eine Potenz- 
reihe ansetzt von der Form 

Pno~Af,+Aiti + A,p* + A^fi> + ...+ Ä.p» + ... (140) 
Dann ist 

+ (a + 2)(a + l)A + 3^* + -.. 
Ordnet man hiernach den Ausdruck (139) nach Potenzen von ft, so 
erhält man: 

[2.1^+ n(ii+l)JJ^» 
+ [3.2J, + (n(in-l)-2)^Jp 
+ [4-3J, + |n(n+l)-2-l-4|J,]^' 
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+ [5.4 A^ + jn(n + 1) - 3.2 - 6j^]^» 

+ 

+ [(o + 2)(o + l)J. + 3 + !n(n + i)-a(a-l)-2aK]/.' 

+ =0. 

Der GoefGcient toq /i', den mau aach schreiben kann: 
[(0 + 2) (a + J ) J, + 2 + (n - a) (n + a + 1) J J , 

stellt bereits tob a •= ao die richtigeii Werthe dar. Soll diese 
B«ihfl nun für jedea Wertb der Variabelen pi gleich Null sein, ao 
ist das nnr möglich, wenn jeder einzelne Coefficient Terschwindet 
Wir erhalten daraus eine JEleihe von Bedingungen, durch welche 
jedes Att + 2 auf das zwei Stufen niedrigere J^ zurückgeführt wird. 
Man kann diese Bedingungen in der Form hinschreiben: 

_ (- n + tt){K + tt + 1) , 
^■■^^ (a+l)(a+2) ^" f^*^' 

Ans dieser Gleichung erkennt man, dafe der Coefficient A^+a ver- 
schwindet, weil der im Zähler der rechten Seite stehende Factor 
(— n + a). fttr a = n verschwindet. In Folge dessen müssen aber 
alle altemirend folgenden Coefficienten ebenfalls verschwinden: 

A + 3- A +4 = ^+6 = --- = 0. (Ula) 

Die dazwischen stehenden Coefßcienten Aa + i, A„+s, A„ + s, ... 
verschwinden aber nicht, sondern bilden eine in's unendliche fort- 
laufende Reihe. Die in Gleichung (140) angesetzte Lösung zerfällt 
daher in folgende zwei Bestandtheile: Eine ganze Function nten 
Orades von n, welche, beginnend mit dem höchsten Gliede, sowohl 
für gerade wie fOr ungerade Zahlen n immer die Form hat; 

P„o- -^np" + A^-sft"-^ + A„-iti'^-* + ... (142) 

Diese hat, je nach der Zahl n, entweder nur gerade oder nur un- 
gerade Potenzen von ft, endigt also entweder mit einer Constanten A^, 
oder mit einem linearen Gllede A^fi. 

Dazu tritt als zweiter Bestandtheil eine unendliche Keihe, welche 
man nur nach steigenden Potenzen von fi ordnen kann, und welche 
tüx gerades n lautet: 

Q„o=A^fi + Afli,' + A^ft^ + ... in in£nitum (143) 

während f&r ungerades n 

On, = ^0 + -^ /** + -^* P* + ■ ■ • "» infinitum (144) 

zu setzen ist 
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Die Bedingung (141) zeigt, Aaü sowoU anter den Coeffidenten 
des geechloBBenen Ausdrucks (142), wie unter den CoefGcienten der 
unendlichen Reihe (143) resp. (144) nur je ein einziger willkürlich 
gewählt werden kann, während alle anderen dadurch zugleich fest- 
gelegt werden, unsere Lösung enth&lt also zwei disponible Gon- 
stauten, stellt daher das ToUständige Integral der DifFerential- 
gleichuDg (139) dar. 

Je nachdem man eine oder die andere dieser beiden Gonstauten 
gleich Null festsetzt, erh&lt man entweder nur den geschlossenen 
Ausdruck (142) oder nur die anendliche Reihe (143) oder (144) als 
particuläre Lösung. Der Vergleich mit den frOheren Betrachtangen 
zeigt sofort, dafs aar die ersteren Formen (142) nns die gesuchten 
Grundformen fUr die EugeUunctionen Pno liefern, von denen in der 
obersten Zeüe der TaheUe (132b) die ersten Vertreter angeführt 
sind. Die unendlichen Reihen liefern indessen ebenfalls brauchbare 
Int^^e, tranacendente Functionen Ton f*, aus welchen man Poten- 
tiale eigenartiger Elektricitätsrertbeilangea gewinnen kann, mit denen 
vir uns später in § 45 beschäftigen wollen. 

Als den willkürlich bleibenden Factor der endlichen Reihe vom 
nten Grade wählen wir denjenigeo des höchsten Gliedes, A,, und 
berechnen aus ihm die niedrigeren. Dazu mfissen wir die Be- 
dingungsgleichung (141) umstellen, wie folgt: 

(tt+l)(a + 2) 
^•= (_„ + ft)(„ + a+l) ^*'' 

Gehen wir um eine Ordnungszahl tiefer, schreiben also a — 2 an 
Stelle von a, so nimmt sie die Form an 

Daraas ergiebt sich folgende Reihe von Coefficienten 



^-6 = 



=1 A„ (frei verfügbar) 

1) 



(-2)(2ii-l) " 
ii(n-l)(n-2)(n-3) 

(-a)(-4)(2ii-i)(2n-3) " 

n(n - 1) . . . (n - 5) 

(-l)'-24-6.(2lI-l)(2n-3)(2n-6) ' 



(145a) 
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Ist it eine gerade Zahl, so heirst der niedrigste Coefficient 



A-(-l)^ 



2.4....(n-2)-n-(2n-l)(2n-3)...(n+3)(n + l) "" 
ist n eine ui^erade Zahl, bo heifst der niedrigste Coefficient: 

^^ n! 

A=(-l) ^ •2.4-...(n-3)(n-l)(2n-l)(2n-3)...(n + 4)(it+2)^"' 

tJm nun den gesuchten Kagelfimctionen P„o bestimmte Zahlen- 
werthe zu geben, die ihnen ja weder dnrch ihre Herieitung aus 
Lösungen der IiAPiiAOE'sclien Differentialgleichung noch durch die 
DifferentialgleichuDg (139) eigen sind, da mr dabei immer eines 
unbestimmten constanten Factor mitzuAlhren hatten [vgl. den Zablen- 
&ctorifcnn üi G^leichung (132) und hier unser A^, so bestimmt man 
An so, daXs die EugelfunctioneD Pno f^ den im Pol der Eugel- 
coordinaten eintretenden Cosinuswerth ^ = 1 alle den Werth 1 an- 
nehmen, im Uebrigen daher stete zwischen + 1 und — 1 li^en 
mflsseo, so lange fi als Cosiniis eines reellen Polarwinkels echt 
gebrochen bleibt Dies erreicht man, indem man festsetzt, es 
solle sein 

^. = -. '-°-„f"-" . (146, 

Dadurch werden die P^o zahlenmä&ig angebbare Functionen. 
Ihre allgemeine Gleichung ist nach den Formeln (142), (145a) und 
nach der Festsetzung (146) folgende: 



l.8-...(2n-l) f tt(n-l) 

1.2. ...n r 2(2n-l) '^ 

n(n-l)(n-2)(ii-3) _ 
"^ 2-4.(2n-l)(2n-3)'^ '^' 



(147) 



Berechnet man die Zahlenwerthe flir eine hinreichende Reihe 
Ton Werthen fi, untersucht auch die Nullstellen, d. h. die Wuneln p. 
der Gleichui^ nten G-rades, welche durch NuUsetznng der ge- 
schweiften Klammer entsteht, sucht die Maxima und Minima auf etc., 
so kommt man zu Verläufen, welche in graphischer Darstellung 
für die sechs niedrigsten Zahlen n in den Diagrammen Figur 17 
wiedergegeben sind. 
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Die G-l«u:bu^a dieser Carrea sind: 





1 


p.. -!-»'• 


9 


Pw-g-c' 


4 '' + 8 


6S , 


36 , 15 

-T'* + »'* 



(147 a 



Es l&Tst sich nnscliwer fllr das allgemeine P„,o beweisen, dafs es 
seine n NollsteUen, seine n — 1 Uaidma nnd Minima, n — 2 In- 
flexiosapnnkte, alle reell in dem Intervall — 1 < fi < + 1 besitzt, 
dafs die CmreD also aufserhalb ± 1 direct in's Unendliche hinauf- 
reep. hinabsteigen. 

FOr die Fn,n erhält man ebenfalls feste Zahlenwerthe, wenn 
man in der zn ihrer directen Berechnung nützlichen Formel (lS8b) 
die Constante rechts gleich 1 setzt, also fordert 



iV« = 



dft" 



(148) 



Daraas et^eben sich folgende beispielsweise angeführten Ausdrücke : 
15 , 3 „ 35 , 16 



Pu-1- Pa^^S/*, P8,i--5 



Pm-16,., 


Pv-^f 


Pw-15, 


P,f - 105 ft 




P„ - 106, 



(148a} 



Die Allgemeinheit der Eugelfunctionen £*„,„ mit ihren (2n + 1) 
verf&gbaren Constanten wird durch diese eindentigea Zahlenfest- 
setzongen nicht beschränkt, da wir ja bereits in den Gleichungen (132a) 
diese als Ä^ „ xaxd Sn, m o<^er als {^ ^ und Cn m freigehalten haben ; 
nur die in (131a), (131b) nnd (132) und in der Tabelle (132 b) zu- 
gesetzten Factoren in,« erhalten voi^eschiiebene Zahlenwerthe, die 
man leicht ermitteln könnte, wo es von Wichtigkeit wäre. Es sei 
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hier nur angeführt, d&fs der Factor ka,n in Gleichung (182c] den 
WerÜ) UHtimmt: 

An« = (-2)P. (149) 



§ 42. Darstellung einer wUlkUrllcheD Function der Richtungs- 
winkel im Räume durch eine Kugelfunctlonenreibe. 

Eine nichtige Bedeutung der Eugelfanctionen fEir die Potential- 
theorie besteht, vie aus den biaherigen Aaefahnmgen ersichtlich, 
darin, daTs mau ans ihnen auf zwei Weisen: entweder durch Dirieion 
mit r"'''^ oder durch Multiplication mit r", Integrale der Lapla.ob'- 
schen Differentialgleichung gewinnen kann, nad dafs auch SummeD 
mehrerer, Tieler, ja convergent« Beihen unendlich vieler solcher Ge- 
bilde als Fotentialfunctionen in ladungsfreien Bamngebieten gedeutet 
werden können. 

Wir kommen jetzt zu einer anderen herrorragenden Eigenschaft 
der Eugelfunctionen, durch welche in Verbindung mit der vorher 
erwähnten es möglich wird, jede an einer Eugelfläche willkSrlicb 
TorgeBcbriebene Werthvertheilung stetig durch den inneren und den 
änfseren Baum so fortzusetzen, vrie dies von dem Potential einer 
elektrischen Flächenbelegung der Kugel gefordert werden muis. 
Diese neue Eigenschaft ist folgende: Man kann durch die con- 
vergirende Summe einer eventuell unendlichen Beihe von Eugel- 
ftmotionen in einer der beiden Normalformen (132 a], also durch 
einen Ausdruck von der Form 

f<f> fl)-^:§ij^-P«.«yn^"(^„„coBmfl + S„„8innn)) (150) 

oder von der gleichbedeutenden Form 

fiM. »;)=^2 ^«.«yi -^'"•a,«cos(in»?-ö„«) (150a) 

jeder willkürlich vorgescbriebeneD WerthTertheilung einer Function 
der beiden Polarcoordinaten & und 17, oder was dasselbe bedeutet, 
jeder Function von /a und 1] beliebig nahe kommen, wobei natHrlich 
der Variabele n auf das Intervall — 1 bis -f 1 (die Poldistanz & 
liegt zwischen und »), die Yariabele ^ auf einen einmaligen Um- 
krns, sagen vrir auf das Intervall bis 2 n zu beschr&nkea ist. Um 
Bedenklichkeiten gegen diesen Ansatz zu entgehen, wollen wir nur 
anuelimen — was in physikaUschem Sinne immer zul&ssig sein 
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dürfte — , dais Unatetigkeiten bei dieser TorgescliriebeneD Function 
entweder nicht Torkommea oder doch als sehr steile aber conÜDoir- 
licbe Uebergänge angesehen werden dürfen, und dafs femer die 
TOigeschriebenen Wertbe flir keine Richtung des Banmea unendlich 
werden. Die Eindeutigkeit der Function ist eine selbstrerständliche 
Vorbedingung, da die Eugelfunctionen einzeln, also auch in Summe 
eindeutige Wertbe liefern. Vom Eadiasvector r der Polarcoordinaten 
müssen die dnrch (149} darstellbaren Fnnctioiien natürlich auch 
unabhängig sein, wie es die Kugelfonctionen sind. Man kann sich 
daher die willkttrlicbe Function dadurch Tereinnlichen, dafs man 
um den Nullpunkt eine Kugel von beliebigem Radius legt and auf 
jeder Stelle ihrer Oberfläche topographisch den Werth Terzeicbnet, 
welcher auf dem dadurch betroffenen Strahl herrsdien soll. Mau 
könnte etwa so, wie auf Landkarten die Darstellung der Hebongen 
und Senkungen des Terrains durch Isohypsen üblich ist, die Rich- 
tungen, in denen die willkürliche Function kein Gefälle zeigt, durch 
Linienscbaaren angeben, welche sich nirgends dorchschneiden kftnnen 
und die Stellen der Maxima und Minimft ringfOrmig umgehen. Die- 
selbe Darstellung ist auch zur Veranechaulicbong der einzelnen 
Engelfunctionen nützlich, welche jede eine ganz bestimmte regel- 
mäfsige WerthTertheilnng besitzt Die Stellen, wo eine einzelne 
Kugelfonction gleich Nnll wird, liegen auf Parallelkreisen und auf 
äquidistanten Meridianen, deren Anzahl durch n und m bestimmt 
wird. In den einzelnen hierdurch abgegrenzten Feldern sind die 
Wertbe abwechselnd positiv und negativ, um ein in der Mitte jedes 
Feldes liegendes Maximum oder Minimum angeordnet. 

Dafs man durch Superposition vieler solcher Yertheilui^n unter 
Verfügung Über zwei Reihen von Coefficienten {A und B oder auch 
C and a) eine grofse Mannigfaltigkeit herstellen kann, leuchtet ein; 
dafs man aber jedem gewünschten Verlaaf beliebig nahe kommen 
kann, bedarf vom streng mathematischen Standpunkt eines Beweises, 
nämlich eines Nachweises der Convergenz der unendlichen Reihe (150) 
gegen die geforderten Functionswertbe. DmioHLBT und auf anderem 
Wege Sir W. Thomson haben diesen Beweis geführt. Die Sache 
liegt analog wie bei den FouBisB'schen Reihen, nur ist das 
Problem hier wegen der zwei Variabelen p, und v noch com- 
plicirter. 

Wir wollen uns hier damit begnügen, zu zeigen, wie man fUr 
jede willkürlich voi^schriebene Function f{fi, tj) die zwei Reihen 
von Coefficienten thatsächlich berechnen kann. 

Von den beiden Formen (150) und [150a) ist die zweite die 
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aaBchaulicbere, weil sie zeigt, dafs der E^nflnls oder die Stärke 
eines einzelnen Gliedes der Beihe nur tod einer Amplitude C,,, 
beBtimmt irird, w&lireDd von der Phasenconstante o„n nnr die Lage 
der Nnllmeridiane der einzelnen Engelfonction abhängt Die eigen- 
artige WerthTertheilimg der einzelnen Kugelfdnction erscheint näm- 
lich als drehbar um die Polaraze, ihre Stellung wird durch e„„ 
festgelegt Ffir die AuBwerthung der Goefficienten ist aber die erstere 
Schreibweise (150) mit zwei gleichartigen Reihen von Amplituden 
A„„ and B„a die allein geeignete. Man kann Ja oachti^lich, 
nachdem man die A und B gefunden hat^ leicht die G und c daraus 
bilden. 

Wir wollen nun den Werth eines bestimmten Coefßcienten At_ i 
berechnen. Zu dem Zwecke erweitem wir die Qleichnng (150) mit 

Pttyi-^»'co8i/i, 

d. b. mit eben dem elementaren Bestandtheile jener unendlichen 
Doppelsumme von KngelfunctioneD (150), welcher durch den ge- 
suchten CoefGcienten Ai t angefOhrt wird. Sodann multipliciren wir 
nodi mit dem Fl&chenelement der Einheitskugel tmd integriren 
den gewonnenen Ausdruck ober diese ganze Fläche. 

Das Flächenelement hat, in den Polarcoordinaten & und (t 
aosgedrQckt, den Werth 

da =■ ein&d&äti 

und die Integration eistreckt sich ftlr den Folwinkel & von bis », 
^ den Längenwinkel t; von bis 2a. 

Da hier nun /t m, cob& als Variabele statt & eintritt, und 

d,it= — sin.9-dt* 

ist. gat 

da <B — dft • dti 

und die Variabele f* läuft in dem Integral von +1 bis — 1. Der 
Werth der Oberfläche der Eünheitskogel ist also 

X 3x -13» +1 2« 

fCan&d&dti -J H- dit)-dii = jdftjdv ^ 2-2n =* 4a. 

00 +10 -1 

Die vorher beschriebenen Operationen an (150) fuhren also zu 
der Formel: 
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-l 
+ 1 2- 



('^n,i«C08i9C0Bin))+ßn,»C0Biij8inini?)| 



(151) 



Dabei sind bereits die von den lanfeDden OrdaangBzahlea n, m 
anabbängigen Factoren mit den festen Zahlen ( i unter dae Doppel- 
Bnmmenzeichen gesteckt, eine Operation, die man aicb anch bei nn- 
endlicben Snmmen atete erlsabeo dar£ Nnn aber machen vir eine 
weitere Umformung, welche uor erlaubt ist, wenn sowohl vorher wie 
nachher unbedingt conrei^nte Reihen im Spiele sind: Wir ver- 
taoBchen die Beibenfolge der Operationen \\ und 2^, iMiren 
also die Integration über die EugelSäche gliedweise an den ein- 
zelnen Summanden der Doppelenmme auB. Bezeidmen wir der 
Kurze wegen die linke Seite der vorstehenden Gleichung (151) mit 
h, 80 folgt: 



• Jdij (^n« costfl-cosmi? + ^ „ cos ti? ainm»?)! . 



(151a) 



Hierbei ist das Doppelintegral tlber jeden dnzelnen Sammanden, 
entsprechend der Abhängigkeit seiner einzelnen Factoren von p, allein 
und von i; allein, bereits in das Froduct zweier einfacher Integrale 
zerlegt. Letztere sind nun fUr jedes Zahlenpaar n^nt, und für 
das feste Zahlenpaar { g i ao&aBuchen. 

Das hintere Integral über den Längenwinkel ij ist mit einziger 
Ausnahme des Falles m « t für alle anderen Zahlen nt gleich Null. 
^ dem Falle m = i > hat es folgenden Werth: 



\dri{At_\ixa^'\i\ -(- Biii cos i »j sin I ))) = n*Ä^\, 



(162) 



welcher aber für m = i = durch den abweichenden Werth 

in 

fdt]A„o'=i^--iuo (162a] 



zu ersetzen ist. 
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Diese Formeln (152) sind auf elementarste Weise herleitb&r 
und kommeo in gleicher Weise bei der Berechnung der Coefßcienteii 
der FouBiBB'schfln Reihe zur Anwendung. 

Von der Doppelreihe (151) bleibt also nnr eine einfache Reihe 
Aber die Zahlen n bestehen, behaftet mit den Factoren aA^i oder 
im Sonder&ll mit 2 7tA„,: 

—1 
*} Für 1~0 rnnfs 2n statt n eintreten. 

Za bemerken ist, dafs jetzt nor noch die Frodncte von je zwei 
i'-Fnnctionen mit gleichem tn ■■ i vorkommen, und dafs wegen 
i + m = 2 i die Irrationalität von ^1 — /i* aufgehoben ist 

Diese ^-Integrale in (153) siad nun, mit Ausnahme des Falles 
n = {, ebenfalls fOr alle Zahlen n gleich NulL Znm Beweise dessen 
kennen wir uns freilich nicht auf elementare Integralformeln be- 
rufen, wir müssen vielmehr den Beweis auf Q-rnnd der Definitionen 
der P„,n fahren. 

Die erste EinfOhrongsform (132) dieser Functionen würde un- 
geschickt zu diesem Zwecke sein. Dag^en kommt man bequem 
zum Ziele, wenn man die Differentialgleichung (137) fOr die P„,„ 
heranzieht Diese lautet fOr m = i: 

(1 - cl^ - 2(i + Ijc^ + (11 - i)(n + i + l)P.i = 0. 

Um im letzten Gliede den Integrasdus aus (153) herzastelleo, er- 
weitem wir die Gleichung mit P(i(l — /«•)'. Dadurch entsteht aber 
zugleich in den beiden vorderen Oliedem ein vollständiger Diffe- 
rentialqnotient, denn es ist: 

Unsere DifTerentialgleichung lantet also nun: 

^"•^[(' - '*'>'*' ^] + 1" - *'f" ■*• * + ^'^'*^' (1 - Z^*)' = 0- 

Nun multiplidren wir mit d/t und int^piren von — 1 bis +1. 
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Dann kann man das vordere Integral durch partielle lategratioa 
nmfbrmeQ 



/p,.[„_„-^].. 



Der int^piTte Theil rerschwindet wegen (1 — ^^ an beiden Grenzen. 
Im Beatintegral ist notdi w^en Oleichuag (138a) und w^en der 
am Schlnfs von § 41 gemachten Festaetzang der Constanten in 
dieser G-leichong: 

Wir erhalten also das Itesnltat: 



= (n - i)(rt + t + 1)JP„,,.P„(1 - /i»)'<i^. 



(154) 



Da n und f zwei beliebige Ordnungszahlen sind, so mnis diese 
QleichoDg anch gelten, wenn man n and t vertanscht Dabei bleiben 
aber beide Integrale onTerändert, nur der ZaUenfactor auf der 
rechten Seite nimmt jetzt den Änadmck (t — i)(( + i + 1] an, ändert 
also seinen Wertb, £alla nicht gerade t » u ist Daraus ergiebt sidi 
aber nothwendig, dals beide Integrale verschwinden mUssen, wenn 
I und n Terschieden sind: 
+ 1 

Jp,fPu{l-it'i'du = für n^l. (1B5) 

-i 
Von der Summe Ober n in der Formel (153) bleibt also nnr das 
eine G-lied n = ( abiig: 

+ 1 
L = *)n-ArfPMi - li>)*dp. (156) 

*) FOr t - mnls 8 n statt n eintreten. 

Dieses eine Glied kann nicht Terschwinden, da das Integral aber 
einen durchweg positiven Werth erstreckt ist, diesen Betrag zu er- 
mittdb, ist unsere nächste Aufgabe. 
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Mao kaDD die Beziehung (I5i), nachdem man darin n = E gesetzt 
hat, als eine BecniBionsformel fltr diese Integrale entweder bei 
stehendem oder sinkendem Index i benutzen. Wir kommen schneller 
zum Ziele, wenn vir steigende i benntzen. Nnn kann der zweite 
Index höcbstena den Werth des ersten Index t erreichen. Wir 
setzen also in der Formel (154) saccessiTe i, i + 1( i + 2, ... bis 
t — 1, nnd erhalten: 

+1 41 

/n,(. -.iä, - „_,„,V,^J n...a->.-)"'.<>. 

+1 +1 

/i»t,..(i-W"^>- (,_i_i;g^i^J qi..(i-W"^>. 



— l -1 

Dnrch Unltiplication der ganzen Schaar folgt: 

■i-i 



[1.2...(!-i)][((+i + l)(t + i+2)...2q 



fl1rH-f^*idf^. 



(166a) 



In dem rechts abr^ gebUebenen Integral ist Pft nur ein constaat«r 
Factor. Es ist nämlich 

P„„=.l-3.5 ... (2n-l> 

Dies erkennt man ans (148), wenn msji bedenkt, dals beim 
n&chen DifferenzireD des Ausdrucks P„, in (147) nor noch die 
Spuren des hSchsten Gliedes fi° Qbrig bleiben, und dals 

^ = .(n-l)...2-l 

ist Man sieht es auch ans den in (148 a) angeführten ersten Ver- 
tretern 



Den conatanten Factor kann man ans dem Integrale lieraasziehen 
und 68 bleibt achlierBlicli nur folgendes Integral zu berechnen übrig 
+1 
/(!-,.■)'.(,.. 

Da mOBeen wir onn, nachdem wir bei der höchsten Stofe t die P* 
aus dem Integral hinausgeworfen babeu, mit einer recurrenten Formel 
wieder hinunter steigen. Diese Formel gewinnt man so: Es ist: 

■ißl - f')'-f] - (1 - (."l'i/.- 21(1 - „')'-' ^'di, 
oder wenn man (i*^ 1 —(l — />.') Eetzt 

iKl - Cl'-ri -(21 + 1)-(1 -/'■)'■!>•- 21(1 - ^■)'"''if- 
Dies Ton — 1 bis +1 integrirt, giebt: 

+1 +1 +1 

£-rtW^ - (2 1 + 1)/(1 -ClV - 2 1/(1 -/■')'"'■*(' • 

-1 -l -1 

Die Unke Seite TersohwiDdet an beiden Grenzen, die Integrale rechts 
sind Ton der gesuchten Art Man findet daher: 

+1 +1 

-1 — l 



J"(i-rt'äc = l/(i-c')''c 



fit - fi") dl. = ifdi, = 1-2. 
-1 -I 

Durch Mnltiplication der Schaar ergiebt sich: 



•5 ... (2(-l).(2H- 1) 
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Dazu tritt nun der Factor: 

P?, = [1.3...(2(-l)]'. 

Die nngeradzahligen Netmer&ctorea heben sicfa also mit Ans- 
nahme des letzten fort Es bleibt im Neuner nur (2t+ 1] stehen. 
Im Zähler ist die erste Potenz der ungeraden Zahlen bis [2t ~ 1) 
übrig geblieben. Dazu gesellt sich aber das Prodnct der geraden 
Zahlen bis 2 t, so dafa der Zähler das Frodact aller Zahlen 
l-2*S...(2f— l]-2t enthält SchlieTslich ist noch ein einzelner 
Factor 2 rorhanden. Es ist mithin: 



f' 



P(,(l-M»)'ä,.--j^-l-2.3...(2f-l)-2(. 



Dies haben wir nun in (166a) einznsetzea Dort steht im Nenner 
ebenfalls eine Zahlenreüie, beginnend mit 1 ■ 2 - 3 • nnd schlie&end 
mit (2 ( — 1) ■ 2 1, aber sie hat in der Mitte eine LQcke. Ee fehlen 
ihr die Factoren 

(I_i+l).((_i+2)...(( + i-l).(l + i). 

Während sieb also die Torhandenen Factoren gegen die ent- 
sprechenden der Tollständigen Zahlenfolge im Zähler heben, bleiben 
die Zahlen der Lflcke im Zähler nJigehoben stehen, so dafs vir die 
Schlnfafonnel finden: 



jP!,-(l-p')'j,.--2y-j-i--(t-i+l)(l-i+2)...(l + i). (166b) 

-1 

Für t = versagt diese Schreibweise. Nämlich fOr diesen Fall 
zeigt die Zahlenreihe im Nenner von (156a) gar keine Lücke, es 
folgt Tielmehr auf ff — i) = ( unmittelbar (( + i + 1) = ( + 1. Defs- 
halb hat dann ob^ Schreibweise der Lückenzahlen keinen Sinn, 

Tielmefar hebt sich dann: W^r *" ^ °^^ ^^ ^^ 



P 



nci^'-öni-r- (168«) 



Für i — 1 bestehen bereits zwei Lückenzahlen (•(( + 1), welche auch 
in (166b) richtig auftreten. 



106 £R8TER THEIL. g 42 

Wir kÖDDen nun zu miserer Hauptaufgabe schreiteo, den 
Goefficienten ^f anszndrUckeii. Wegen der Besonderheiten, welche 
der Fall t = in zwei Hinsichten aofffies, wollen wir diesen za- 
nftchst aasnehmeu. Die Formel (166] anter Benützung tod [l&6b) 
liefert jetzt: 

Isoliren wir At[ and setzen ftlr L wieder den ansfOhrlichea 
Ausdruck ein, welcher die unke Seite der G-leichong (151) bildet, 
80 erhalten vir das Resultat: 



^jJdfiJdfif{ihfi)Pup-fi*'coBiv. (167) 



Für den Fall t » folgt unter Beachtung der Besonderheiten 
(4 91 statt 2 a and Fehlen der Lfickenzahlen) 

+1 3a 
-1 

Besonders zu erwilhnea ist noch das Än&ngsglied: 

+1 3« 

Jc»=-^fd(^fdvf{l^v). (167b) 

-1 

welches Qbiigens in richtiger Form aus Äja folgt, da Pqo = 1 ge- 
setzt isi Da 4n die Oberfläche der E^inheitakugel miät; sieht man, 
daTs dieses ^o nichts Anderes ist^ als der Mittelwerth der wülkflr- 
lichen Function ffji,fi). 

Die Berechnnng der anderen Coefficientenschaar B^ u geschieht 
in ganz analoger Weise. Sudien wir ein bestimmtes Bn, so er- 
weitem wir die Gleichung (160) mit 

fli-y 1 — /i' •änii} 

und Terfabren genan so weiter, wie vorher. 
An Stelle der Gleichung (152) tritt jetzt 

rd«;(J„|Sini»)COsi«; + B„iW.a'iTi} = aB„i. 
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um den (152a] entspreohenden Sonderfall i =■ hüben wir uns hier 
nicht zu bekflmmeiii, da Glieder mit den Coefficienten B^o nicht 
vorkommen. 

Das Besnltat, entsprechend (167) vird 



21+1 



4dp^jdtif[ji,ft)Piiti^«ai\n. (158) 



"*• 2«(I-i + l)((-i+2)...(t+i)^^ 

§ 43. ElDfeches Beispiel fllr die DarsteUung einer Function 
von /i durch eine Ku^lfunctlonen-Rettie. 
Um die Brancbbarkeit der rorstehenden Formeln f^ die Be- 
rechnung der Coeffidenten einer Engelfonctionen-Beihe zu zeigen, 
w&hlen wir ein ein&ches Beispiel, welches zugleich noch in anderer 
Hinsicht von Wichtigkeit iei Wir legen um den Nullpunkt eine 
Eugelääche vom Badina It^ und bestimmen auf der Polaraxe im 
Abstand J^ einen festen Punkt Wir wollen dabei, um eine be- 
stimmte Vorstellung zu haben, ^ > i^ annehmen, so dafs der feste 
Punkt aufserhalb der Kagel liegt. Die Entfernung q dieses Punktes 
TOn den verschiedenen Stellen der Eugelfläche ist dann unabhängig 
Ton deren Längenwinkel 17, alle Orte, die auf dem gleichen Farallel- 
kreise liegen, besitzen gleiche Elntfemung von jenem auf der ver- 
längerten Polaraxe festgelegten Punkte. Ton der Poldistanz & hängt 
diese Entfernung aber ab nach der bekannten Formel 



e= yB,» + Äi*-2ji:,j^co8*, 

in welcher ü^ and R^ als Constanten, und cos & = n ah Variabele 
erscheini 

Wir stellen uns nun die An%abe den reciproken Werth dieses 
Abstandes durch eine Eugelfunctionen-Beihe auszudrücken. Za dem 
Zwecke haben wir in die Schlufsformeln (157, a, b) und (158) ein- 
zufQgen: 

fu^) = — = _ ^ (159) 

Wegen der Unabhängigkeit unserer Function von 17 werden alle 
CoefScienten Äu und Bn fttr i>0 verschwindend, denn in den 
Formeln (157) und (158) bleibt von der Integration Über den Längen- 
winkel nur übrig 



rcosti; dn= \tän\fidfi = fi. 
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Wir braachen daher nur die Reihe der Coeffidenten At,o zu be- 
rechnen; die Formel (157a) rereinüadit sieb, indem jdij •■ 2« ist, 



and lantet: 

Ao- ^^ f<iy , '"'■ ' (159.) 

Da f^o bekannte ganze Functionen tos fi sind [(vgL Gleicbnng (147)}, 
Bo kann man biemach die Coefficienten der Beihe nach ausrechnen. 
Man vird auf Integraltypen von folgender Form geffihrt: 



W + V-2JilS.C 



Für diese kann man durch partielle Integration eine Beductions- 
formel tüx sinkendes a aufstellen. Dabei erst wird es von Wichtig- 
keit, dafa vir ^ > £, Toransgesetzt haben. Während nämlich die 
bisherigen Ausdrucke dorchaas symmetrisch nach ü^ und B, gebaut 
sind, werden diese Integrale unsTmmetnscb. 

Wir wollen hier nur die ÄusrechnuDg der niedrigsten Glieder 
der Reihe andeuten. Die niedrigsten Vertreter der Pfo findet man 
in den Sleichungen (147 a), die in Frage kommenden Integrale lauten, 
wenn man als Abkürzung der Quadratwurzel das Zeichen ^ setzt: 



fdfi _2_ ffidfi ^ 2^ 

J e ^ R,' Je 3 



^ 



fp'dß 2 1 ■ 4 JZ,' f^'d^ _ 2 fi, ■ 4 B,' 
J p S R,^ \5 R^" J p 5 Bj» ^ 36 B,* ' 



Danach iat beiapielsweise 



4/..i^=f/..^--/..^ 



\5 S,'^ 35 S,'! i \S Sj'l J^' 
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Ebenso leicht wird man sich fiberzengen, daTs 

uDd wenD aacli dos Bildimgsgesetz dea allgemeioen Coefficienteo 
biar nicht streng abgeleitet ist, kann man es dnrcli Analogieachlofs 
enatlien: 

Die Eagelfanctionen-Beilie, d. h. so viel wie in unserem einfaclieD 
Falle TOD der Formel (15ü) übrig bleibt, lautet hiemacb: 

Wenn wir mit dem grOfseren ü^ erweitern, imd die Zeichen ^ 
and ^ durch die ausföhrliche Schreibart ersetzen, so erhalten wir: 



yv+^^^^2^^ '^^^ ^■"^vb. 



Po.o+I^JPi.o+(f)Vo 



(15dc] 



Nun können wir auch gleich die entgegengesetzte Annahme, 
dab nämlich der feste Ptmkt auf der Folaraze innerhalb der 
Kngelfl&che liegt, verfolgen. Wir brauchen dann den festen Abstand 
auf der Polaraxe nur B^ und den ET^etradiua i^ zu nennen; dann 
ist wieder R^ <, B^ und a&nuntlii^e TOrstehende Formeln bleiben 
ungeändert in Qttlt^eit, nur haben i^ und R^ ihre geometrische 
Bedeutung (üx das Problem vertanscht Den singnlären Fall R^ = R^ 
woUen wir rorsichtshalber ausschlieJaen, da dann die zu entwickelnde 
Function (159) im Pole fOr /« a 1 unendlich wird, imd die Con- 
Tergenz der unendlichen Eeihe mindestens zweifelhaft erscheint Es 
ist indessen nicht ausgeschlossen, dale sie auch dann noch ftlr echt- 
gebrochenes fi zulässig ist 
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Dieses Resultat (159c) ist nicht aur als eine Coefßdentea- 
berechoung der KngelfuDctioDeB-Reihe mit höchst einfach geformtem 
Ergebnifs intereas&nt, BOndem auch dadurch, dals man die linke 
Seite, unabhängig Tom Torigen, durch Anwendung des binomischen 

Lehrsatzes direct in eine Fotenzreihe dea echten Bruches ^^ ent- 

wickeln kann. Diese Entwickelang mofs dann mit unaerem 
Besoltat (159 c} identisch sein, da dieses, wie eich zeigt, ebenfaUa 

als Potenzreihe von -^ erscheint. Bei unserer Kerleitung moTsten 

die (-^1 als Coefficienten der Eugelfunctioneu- Reibe erst aof- 

gefimden werden, während die P^o uns bekannte Nonnalfcinctionen 
waren. Bei der Elntwickelong in eine Potenzreihe hingegen sind 

die [-^) die bekannten Normalfunctionen, während die zugehfirigen 

Coefficiesten, welche mit onseren P«,o identiach sein müssen, erst 
gefanden werden müssen. 

Diese doppelte Bedentung der Ehitwickelnng (169c} ist fOr uns 
wichtig. Wir haben nämlich die Eogelfdnotionenreihe aa^estellt, 
ohne uns streng mathematiBch von ihrer ConTergenz zu überzeugen. 
Wir konnten nur sagen: Unter der Voraussetzung, daTs solche Reihen 
möglich sind, müssen ihre CoefGcienten die Form (157} und (158) 
haben. Von der Fotenzreihe dea Binominalsatzes ist aber wohl- 
bekannt, dals sie convergirt, so lange l^j ein echter Brach ist 

Femer sieht man, dals die Reihenentwickelung (159c), als Potenz- 
reihe au%efaist, zu einer yom Früheren nnabhängigen Definition der 
Eugelfunctionen Pj^o fillut, und zwar zu einer solchen, bei welcher 
nicht erst nnbeatimmte Factoren geeignet featzuaetzen sind, sondern 
welche sogleich eindeutige Zahlenwerthe liefert 

Dieser Weg iat zaerst von Laflacb eingeschlagen worden. 
Wegen der Bedeutsamkeit der merkwürdigen Beziehung wollen wir 
diese Potenzreihenentwickelung hier ebenfalls noch ausfahren. Man 
kommt am leichteaten zum Ziele, wenn man mit imaginären Expo- 
nentialfonctionen rechnet 



^ ■> cos*- !(«'* + «-'*). 
2adicandus p* in zwei lineare, 



Dann zerf&llt der Badicandus g* in zwei lineare, oonjugirt complexe 
Factoren: 
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Setzen vir noch zur AbkOrzang ftir den echten Bruch 

80 «ird die linke Seite toq (169s); 
Der biuomisdie Satz liefert: 

(i_..-.v*-i+i..-..+i^..,-»..+i±i.....-."+... 

Beide nnendlicbeD lUibeD convei^iren absolut, da der Modal der 
complezen Zahlen a«±"< 1 ist. Dantm kann man das Prodoct 
der linken Seiten durch gliedweise Moltiplication der rechten Seiten 
finden, wie folgt: 

(1 -».„)-*•(! -««-")"' 






Die imagin&ren ExponentialgrO&en vereinigen sich durchweg zu den 
reellen Werthen der zweifachen CoeinuB der Vielfachen von &. 

Ordnen wir nach Potenzen tou « und bezeichnen zur Ab- 
k&rziing die auftretenden Zahleniactoren durch Symbole von der 
Form: 

1-3-5 r 5_-| 
2-4.6 "rej' 
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BO 


kommt: 










(1 


-i«i,+ 


+« 

+ « 
+« 


2[-««,.» 

■2|[.fl«»2# + i[-H1 
•2|[-fl<»89* + [-i][.l]008«j 
.2|[.i]cos4*+ [.H[-««»2* + J[-«'l 


AUgemeines 


Wei: 








+ 


'■<■ 


2n-ll 
2„ J-" 


•^-[•i-l^]-'" 


-2)# 










-H][-It^]-^- 


4)*+ . 


■■}• 



Dieses Folynom ist ffir ungerades n fortznsetzeB, bis das Glied mit 
cosd- (eiD&cher Winkel] erreicht ist. Für gerades n schlielst der 
Ausdruck mit dem von & onabhäDgigen reinen Zahleogliede 



-11 



ab, irelchem der besondere Factor ^ zugesetzt werden muTs, weil 
der aas dem Polynom herangezogene Factor, herrOhrend von den 
zwei&chen Cosinus, diesem Gliede fehlt 

Damit haben wir die Potenzreihenentwickelnng Tollendet und 
zugleich eine neue Darstellnng der Eugelfdnction P„ o gefanden, denn 

nach (159b) ist diese gleich dem Coefßcienten von a" = [p- j ' 
Man pÖegt noch den Factor ^ vor die £lanimer zu 

setzen, so dab sich, nach leicht übersehbarer Hebung gemeinsamer 
Zahlen in den Zählern und Nennern das Besoltat e^ebt: 



••"^^■H*+H^-'«-)* 



2.4... 2ll ( ^l.(2n-l) 

l-3-n(ii-l) 



l-2-(2n-l)(2n-3) 



coB(n-4)# + . 



(160) 



Hierbei ist vorstehende Bemerkung über das Abbrechen des 
PolTuoms und fttr gerades n auch der Zusatz des Factors ^ zum 
letzten Gliede zu beachten. 
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Wollte man diese Fonoel (160) zur Deckung mit (147) bringe, 
BO mOiste man die CoBiaaB der Viel&chen tob & dorch Potenzen 
TOQ coB^ auBdrDcken. Die Umrechnung ist iadeasen recht ver- 
irickelt Dafe beide Formeln thats&chlich nur zvei formell rerschie- 
dene ÄiudrOcke ftr die n&mlichen FnnctioneQ sind, ist w^en der 
Beihe (159c} nicht zweifelhaft- 



§ 44. Anwendung der Kugelfttncttonen auf elektrostatische 
Probleme. 

Nachdem wir im Vorangegangenen die wichtigBten mathemati- 
schen Eigenschaften der Eugelfunctionen dargelegt haben, wollm 
wir nun deren Anwendungen anf einige elektrostatische Probleme 
betrachten. Die erste Fnndamentalao^abe ist folgende: 

Auf der Oberfläche einer Kugel Tom Badios B ist eine be- 
stimmte Vertheilung ron Elektricität festgelegt Das Potential 
des Feldes, welches von dieser Vertheilung herrOhrt, soll gefunden 
werden. Wir können die fl&chendichtigkeit e als eine willkOrlich 
Toi^eschriebene (eindeutige, endliche, stetige) Function durch die Ta- 
riabelen ^(b cos^) and ij eines in den Mittelpunkt der Kugel ge- 
legten PolarcoordinatenSTstems dargestellt denken. Man kann dann 
das Potential nach der altbekannten Formel: 



'in 



finden, wo ds Flächenelement der geladenen Kogeloberfläche, ^ der 
Abstand dieses Fliohenelementee von dem Banmpunkt ist, in welchem 
ip bestimmt wird. Wir wollen hier einen ganz anderen Weg ein- 
schlagen. Wir entwickeln zunächst e in einer Kagelfunctionenreihe 

«-2 i;j'.»yn^"-«,«-cos(nii?-ö,^. (161) 

Die Coefficienten sind mit *,„ bezeichnet, weil sie ihrer Dimension 
nach Flächendichtigkeiten sind. Die Phase eoo — 0. 

Das Potential bleibt, wie wir fUher ausfQhrlich nachgewiesen 
haben, an Stellen, wo endliche Fläcbendicbten liegen, endlich be- 
stimmt und auch stetig. Daher bilden die Werthe tp, welche das 
Potential auf der Kngeloberfläche selbst annimmt, eben&lls eine 
(endliche, eindeutige, stetige) Function TOn ft und tj, deren Anord- 
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iinng änich die Yertheilnng tod bodin^ wird, ireim wir auch 
1104^ nicht wissen, in welcher Weise. Jeden&lls kSnneii wir ans 
aoch diese Function ^ dnrch eine Engelfimctionenreifae ausgedruckt 
denken ; 

^« 2 2^n»Vl-^'"'-ym«*cos(mi? -<>;„). (162} 



Die Goefficient^ ^ . sind Ton der Dimension des Potentials. Die 
PkaseucODBtaDteD a',^ müssen znuächst als verschieden von den- 
jenigen in (191) aogenommen werden, jedoch ist auch 060= 0. 

Wir haben jetzt die Aufgabe, die anf der Eagelfläche dnrch 
(162) dai^estellte FonctioD 91 so in das Innere der Kugel und in 
den änJseren Banm fortzusetzen, dals der AnschluTs an ^ ein stetiger 
ist, d. h., dals ^ selbst beim Durchgang durch die Eugelfläche stetig 
bleibt, dflJs ferner ip Überall innen und aufsen der IiAFLAOB'ecben 
Gleichung gehorcht, d&fs tp im Nullpunkt endlich and stetig bleibt 
nnd in sehr grolsen Abständen r gegen Null schwindet, mindestens 



welche allen diesen Bedingungen genügt, so muTs diese das gesuchte 
PotentiAl sein, denn es g!ebt nur eine einzige solche Function. 
Hierbei kommt uns eine zweite Eigenschaft der Engelfunctionen zn 
Statten, während wir bis jetzt erst die eine (die Darstellung will- 
kürlicher Functionen auf der Engelfläche durch Eogelfanctionen- 
reihen) Terwendet haben. Wir haben Dämlich bereits in § 38, noch 
Tor Ao&tellang der Normalformen, bewiesen, dafs jede Engelfunctioo 
nten Grades sowohl durch Multiplication mit r", als auch durch 

Uultiplication mit ^ eine Baomfnnction liefert, welche der 

liAPiiACB'schen Differentialgleichung genügt Die erste Klasse dieser 
Functionen bleibt im Nullpunkt endlich, wird sogar, mit Ausnahme 
des Falles n — 0, daselbst gleich Null, sie wachsen aber in grofser 
Entfernung über alle Grenzen. Es sind dies ganze Functionen der 
cartesischen Goordinaten. Die zweite Klasse hat im Nullpunkt dne 
TTnendlidikeitsstelle, schwindet aber in grolser Entfernung gegen 

NoU mindestens wie — . 
r 

Wir setzen defshatb das Potential im Inneren der Kugel in der 

Form an 

'*^„„cob(hh? — ^b), (162a} 
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im AxüseDraom 

n^b ■ - »^ ^ 

Diese Ansdräcke gehen f&r r = ü in stetiger Weise in die fOr ^ 
anfgeBtellte Engelftmctionenrabe (162) Ober, aie genügen anch beide 
der liAPiiAOB'scben Differentialgleichiing. 

Im Mittetpnnkt erbalten wir den endlichen Betrag 

fi = Voo 

und in endlicher Entfernung schwindet tp^ mindestens wie 
fi_ 

Falls der Goefficient ^oo = ist, schwindet sogar ^„ wie eine 
höhere negative Potenz Ton r. Wir haben also eine richtige Dar- 
stellong für das Potential der Engelbelegung gefunden, frralich zu- 
nächst Ton unbekanntem Werthe, da wir die Abhängigkeit der 
Coefficienten ^„„ and ^^ von der Tertheilnng s, also ron den 
OoeffioieDtfln »,„ und öh, noch nicht kennen. 

Zu dieser Eenntniä verhilft unB nun der Satz, dals der nach 
der Normale aof der belegten Fläche genommene Differentialquotient. 
des Potentials beim Durchgang durch diese Fläche einen Sprung 
erleidet, dessen Betrag ^eich — 4 « e ist. Nehmen wir die Nonnale 
aof der Eugelfläche in Bicbtang der wachsenden r. Ea ist: 

-^ -.1, .4"-^^..vr^=l?"ip..".(m,-,i.) 

Setzen wir in diesen beiden Ausdrillten r b A, so erhalten alle 



Fabt man beide Doppelsnmmen zusammen und diridirt durch — ia, 
80 erhält man 

• -.1 .i'"Vr^"-[^^^--]—("" - '■-■>■ 
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Dies ist eine KngelfaBctionenreihe fOr «, velche vegen der EÜn- 
deatigkeit dieser Entviokelnsg identdadi sein mab mit der Anfangs 
gebildeten Reihe (161). Die Yergleicliang der Coefficienten liefert 
vxA folgende eio&che Bdationeo: 



wofür anch geschrieben werden kann: 



(163) 



So kann man za einer vorgeschriebenen Flächenbelegong der 
Kngel leicht das Potential finden, nnd anch umgekehrt, wenn die 
WerthYertheilung von ^ anf der Kugelflache TOrgeBchrieben ist, die- 
jenige Elektricit&tabelegQDg berechseo, welche ihr entspricht, zn- 
gleich liefern dann (162a} nnd (162 b] die richtigen, der Laflacb- 
Oleichnng genQgenden stetigen Forteetznngen des Potentials durch 
den inneren und äuTseren Banm. 

Eine besondere Bedeutung hat der erste Coefficient eoo> ^ 
mi&t den Uittetwerth der Dichtigkeit über die ganze Eugelfi&che, 

Ttii thin ist 

e— 4ää»'Boo 

die Gteaammtladnng der Eugel. Der entaprechende erste Coefficieot 
^0 ist dann nach (163 a) 

nnd der erste Summand der Reihen für q> wird 

e 
innen ^ ~ 

aulsen = — , 

r 

stellt also das Potential der gleichförmig Ober die ganze Engel* 
fläche verbreiteten Ladung e dar. In grober Entfernung r bleibt er 
am längsten spürbar, während die hüheren Glieder schon in rer- 
hältniTsmäläig geringeren Absenden der Reihe nach unmerklich 
werden. Besitzt die Engel keine ÜberBohüBsige Ladung, sondern nur 
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dnrcb iDflaenz getreimte Belegung, deren algebraische Snmme ja 
gleich Null sein mtirs, so fehlt dieses Aofangsglied sowohl in der 
»-ßeihe, vie auch in den ^-, <p^- and qD^-Heihen. 

Man kann also wegen der ungestörten Snperposition der Wir- 
kungen die überschüBsige Ladung der Kngel anoh hier leicht ab- 
trennen Ton dem dnrch Inöaenz in posIÜTe and n^ative Qnanta 
zerlegten Antheile des unerschöpflichen neutralen Yorraths. 

Besonders einfach gestaltet sich die behandelte Än^be, wenn 
die Belegung s durch ein einziges Glied der Beihe dai^stellt wird, 
weil dann anch das Potential durch ein einziges entsprechendes Glied 
der Beiheu (162a) und (162 b) g^eben wird. 



§ 45. Die transcendenten Integrale der DttTereDtlalglelcliung 
der RugelfUDCtlonen. 

Uan kann den Ansatz Gleichung (13S) zu Anfang des §41, 
unabhängig Ton der damals ans den Torau^egangenen Betrachtungen 
übernommenen Bedentung der Function Pn, >(/*)> hinstellen als die 
von sonstigen Bückaichteu unabhängige Forderung, es solle eine 
Potentialfunddon tp gefunden werden, welche, ausgedruckt in den 
räumlichen Polarcoordinaten r, fi und q, von der dort gegebenen 
Gestalt ist und welche der L&Pi.AOiE'Bchen Differentialgleichnng genQgL 
Das Ei^ebnifa war, dals diese Forderung erfOllt ist, sobald man für 
Prb irgend eine Function ron fi einsetzt, wenn di^e nur der 
Differentialgleichang [1 37] genügt Weiter zeigte sich, dafs jedes solche 
P„M der mte Differentialqnotient einer Function P„,o ist, welch' 
letztere der Differentialgleichnng (139) genügen mufs. Mit der Auf- 
findung von Integralen dieser Differentialgleichung (139] sind also 
die Schlüssel zur Bildung von Fotentialfunctionen des T^ub (186) 
gewonnen. 

Bisher haben wir nur die eine Hälfte der gewonnenen Ausbeute 
verwendet Wir ianden nämlich, daEs aulser der gewöhnlichen Eugel- 
function P^o> welche eine ganze Function nten Grades von n ist, 
noch eine andere Art von Integralen enstirt, welche sich in Form 
der unendlichen Potenzreihen (143) oder (144] darstellen I&lst 

Diese sogenannten „Kngelfunctionen zweiter Art", On,0) wollen 
wir jetzt näher betrachten and zur Bildung von Potentialen be- 
nutzen. 

Den CoefGcienten des ersten Gliedes dieser Beihen können wir 
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willkürlich beatimmen; alle folgenden ergeben dcfa dann mit Hälfe 
der procnrrenten Formel (141), welche lautete: 

-ti)(ttH 



{164) 



(165) 



-^*^" (a+l)(a + 2) --• 
Man erl^t folgende Beihen. FOr gerades n: 
Q ..-j.-/» r ''-"H» + ä) „. , (l-.)(3-.)(.H-2)(in-4) 

(l-n)(8-n)(6-n)(ii+2)(in-4)(B+e) .., , 1 
■^ 2-3-4-5.e-7 '^ "^•"l 

FtiT nn^nulee n: 

o Ä -U I (0-")(" + l) ,.. , ( 0-Tt)(2-n)(n+l)(n+3) 
On.o-A-\l+ 1 . 2 '^ +"1.2-3-4 >" 

(Q-n)(2-n)(4-n)(n+l)(n+S)(n+6) 1 

"^ 1 ■ 2 . 3 • 4 . 6 . 8 '^ "^-J 

Die nothwendig an£sawerfende Frage nach der Conrergenz dieser 
Beihen wird erledigt durch Gauss' Betrachttingen über die hyper- 
geometrische Beibe. Er definirt eine Function f der Yariabolen x 
mit drei Parametern a, ß, y durch die Beihe: 

tt[a + l){a + 2)ß(ß+i)(ß + 2) 

'*' 1- 2 . 3 r(r+n(r + 2) '" 

In diesem Schema stecken, je nach den Werthen von a, ß, y 
and je nach etwaiger Substitution einer anderen Tariabelen fOr x, 
sehr viele rerschiedene Functionaarten, darunter auch solche, welche 
man bereits in anderen analytiechen Daratellimgen kennt. Wenn 
a oder ß eine negative ganze Zahl oder Null ist, bricht die Beibe 
ab, stellt also eine ganze rationale Function dar, in allen anderen 
Fällen aber läuft die Beihe ohne Ende weiter. Natürlich darf y 
keine negative ganze Zahl oder Null sein. Gaitss hat nun gezeigt 
dafs seine Beihe immer convergirt, wenn x* < 1 üt, während sie 
für X* > 1 immer divergirt (wenn sie nicht abbricht). Für den 
Grenzfall a;* = 1 ist die Conveigenz an die Bedingung 7* > (« + /9) 
gebunden, ein Über alle Ganzen grolser Werth ist für z* = 1 und 
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Y •••• a + ß za erwarten, and Atr j'<.(a + ß^ ist dann die Reihe nn- 
braadibar, weil divergent 

Unsere Reihen [164] and (16K) lasBen sich nnn leiclit als hyper- 
geometrisclie ansdräcken. Es ist n&mlich fttr gerades n inclnsive 0: 

Q^..A,.,.F{i^. --+1. i; ,.) (164.) 

nnd für ungerades n 

[Es sei bemerkt, dafs diese DarstellnngeD anch aof die Engel- 
foQctaonen erster Art P,,, anwendbar sind. Nor gilt dann (164a) 
fOr ODgerades n and (165a) fOr gerades n.] 

So lange ft als Cosinos des Polarwinkels echt gebrochen ist, 
convergiren also onsere Bfiihen Bicher. Für ft^±\, das heilst 
fOr Pnnkte, welche auf der Polaraxe, der x-Axe onserea cartesischen 
Coordinatensystems, liegen, werden die dai^estellten Werthe indessen 
unendlich, da ia beiden Formeln der Special&ll y ^ a + ß rorüegt 
Wir haben also aoch zn erwarten, da& die aas den Q„, , abgeleiteten 
Fotentialfanctionen in dieser Aze unendlich werden, was anf elektrische 
Belegiing von endlicher Liniendichtigkeit schlie&en l&bt (rgL § 13). 

Bilden wir uns nnn, nm eine Ansohannng za bekommen, die 
ersten Vertrete dieser Engelfauctionen zweiter Art, indem wir 
saccessive n = 0, 1, 2, 3 in die Beiheo (164) resp. (166) einsetzen, 
80 erhalten wir so abersichtliche Coefficientenfolgen, dals eine Ab- 
sonderung der bekannten Reihe 

1,1., . ,/iT^ 

leicht ist Die willkürlichen ersten Coeffidenten wollen wir noch 
onbestimmt lassen und mit Gonst bezeidlmen. Dann erhält man: 



i+£ 



/LISI 



(166.) 



(166,1 
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*.• = "■("- T^s"'- ITF"'- 5^"' - ■■■) 



(166.) 



(166J 
...,,_^,.^^(|,.. - "■■■■ 

«tc. 

Hau eilennt an diesen ersten Vertretern noch andere geaetz- 
mätBige Bildungen. Der Logarithmaa ereclieint in den einzelnen 
Qna mnltiplicirt mit der entsprechenden ganzen Function Pn,* [jS^- 
Gleichung (147a)] and einem Z&hlenfactor. Diesen letzteren können 
Ttr beseitigen, wenn vir der onbestimmten Gonstanten einen solchen 
Werth geben, dais der Factor — + 1 wird. 

Wir machen also den Aiialogieschlals ans obigen einbchen Bei- 
spielen, dafs ülgemein gttltig eein wird die Formel 

0„,o - ü„ + P„,oln l/4?^' (166") 

in welcher R„ eine ganze rationale Function (n — l]ten Gradea 
von n bedeutet, deren allgemeines Bildungsgesetz hier nicht auf- 
zufinden ist, deren erste Vertreter indessen abgelesen werden können: 

J^-O, Ji,--1. 11, — jl., ll, — ^^'+j. 

Den allgemeinen Beweis fOr die Formel (166J, sowie die 
Eenntnifs des Bildnngsgesetzes der i^ verdanken wir Fbutz Neu- 
uAss. Dieser hat zwar nicht unsere, fOr gebrochenes n reellen 
On, o-^^ctionen, sondern diejenigen Integrale zweiter Art der 
Differentialgleichung der Eugelfunctionen betrachtet, welche für 
^ = ± 1 unendlich werden, wie unsere, aber nun fOr /*' > 1 reell 
sind und fOr ^» = ±00 gegen Null schwinden. Diese konnten wir 
nicht auffinden, weil wir als Lösong in Gleichung (140) eine posi- 
tive Potenzreihe angesetzt hatten. Würden wir statt dessen eine 
Beihe mit negativen Potenzen ansetzen, so würden wir eine ganz 
analoge procnrrente Formel fOi die altemirenden C7oe£&cienten finden, 
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somit f&r jeda Zahl n eine LSsniig in Form einer unendlichen BeQie 
mit einem TÜlkOrlichen Factor. Diese Reihe convergirt dann iüT 
/i* > 1 nnd giebt die von Neuiukn betrachteten On,oi welche sich 
mit den unsrigen in der Änef&llnng des Gebietes eines onbeBchi^nkt 
variabelen ft gegenseitig ergänzen. Die ersten Vertreter dieser Func- 
tionen lauten: 



(167.) 




(167,) 



O..o(<r)- J^ [.-•+3-5.j-^.-'+3-5.^.-'+3.6.^-j^.-«+ . 



(187J 



atc. nacli derselben Regel: 



(1670 



Die Variabele ist hier mit a bezeichne^ um dem Bnchstaben ft 
seine Bedeutung als Cosinus eines reellen Winkels zu wahren. Aus 
diesen Formebi kann man die Gestalt der Ji„ fOr höhere n leiditer 
erkennen, als aus unseren Gleichungen (186). Denn wenn man hier 
9^00 setzt, muls Q„^o(a)-=iO werden. Darans folgt, dais alle 
positiven Potenzen von <f fehlen müssen, was zur Bestimmung ron 
R„ hinreicht 

Diese Andeutui^en mOgen hier genügen. Weitere AofsdilasBe 
z. B. in Hbikb's Handbuch der Eogelfunctionen, F&ahz Nbuhahii 
Vorlesungen Über die Theorie des Potentials and der Engelfunctionen 
und Aufsatz in Cbbllb's Jonmal Bd. 37 S. 21. 

Wir wollen nun die Eugelftmctionen zweiter Art zur Bildung 
Ton Potentialen benutzen, und uns dabei auf die f&r echt gebrochenes 

fi'=ooB& = — gültigen beschränken. Ans Qo,o, welches in (166«) 



g^eben ist, estatehen zwei im ganzec BaTune, mit ÄaBiiahme der 
x-Axe, gOltige und der LAPLAOB'Bchen Gleichimg folgsame Poteotiale: 

/^ (188) 

TU. (188») 

Die elektrisolien Felder, welche ihneo eDtsprechen, können berrühreD 
von einer Belegung der beiden Hälften der x-Aze mit entgegan- 
geaetzten Elektricit&ten vom Vorzeichen der zugehörigen Ab- 
mesBongen ic. Im ersten Falle (168) ist die Lioiendichtigkeit auf 
jeder Hälfte bis iu's Unendliche constant = ± ^^ Im zweiten Falle 

(168 a] ist die Liuiendichtigkeit — -— , nimmt also im ünendUchen 

gegen Null ab, wird aber in der Nähe des Anfangspunktes Über alle 
Grenzen grois. Im Anfangspunkte eelbst stolsen in beiden P^en 
ent^^^ngesetzte Ladungen unvennittelt an einander. Die den Baum 
durchsetzenden Aequipot«DtialQächen sind im ersten Falle fi « con- 
stans, also Eegelflächen mit der Spitze im Nullpunkt, im zweiten 
Falle haben sie eine rübenähnliche Gestalt, das stumpfe Ende im 
Nnllpankt Den aus den höheren Q„, o gebildeten Potentialen, z. B. 

9> = »■ • Oi.o «nd tp'--^ Q,fi 
etc., allgemein 

qp = r" On, und —^^rr Ob,o 

entsprechen immer comphcirtere Belegungen der x-Axe, und wenn 
wir gar zu den hier gar nicht betrachteten, aber möglichen Func- 
tionen: 

^"•" dfi" 

übergehen, und nach dem Schema der Gleichung (136) Potentiale 
daraus bilden, so wird die Mannigfaltigkeit noch gröfeer. Indessen 
haben diese Fälle mehr ein maihematiBcheB Interesse. Für die 
Blektiostatik sind sie deTehalb weniger wichtig, weil alle Ladtii^;en 
und Niveaufl&cben sich bis in's Unendliche erstrecken, also niemals 
etwa einen geladenen Condnctor repriLsentiren können. 
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§ 45 ft. Einige PotentlalfuncUonen In eUlptlschen Coordlnaten. 

Wichtigere Beaaltate erhalten wir ana imseren neu gewonneneD 
PotentiallaDctioiLeii durcli Anweadiuig einer Methode, Teiche auf 
folgender üeberlegung beruht; Nehmen wir ii^end eine L&Bting der 
liAPiiAOB'Bchen Gleichung, welche als analytische Function der car- 
tesischen Goordinaten ausgedruckt werden kann, also tp (2^ y, !£), und 
setzen wir an die Stelle der einen Banmabmessong x die complexe 
Variabele x + ia, wo a eine constante Länge bedeutet, während x 
nachher wieder die gewöhnliche Coordinate bezeichnen soll, so kann 
man mit bekannten Bechenoperationen die complez gewordene 
Function tp in einen reellen und einen rein imaginären Theil zer- 
legen. Wir drücken dies in der Gleichung aus: 

90 (a; 4- ia, y, «) = rp{x, y, «) + ix{<^ V, »}■ 

Die IiAPiiAOE'sche Operation -^c-^ + ■;;—=■ + sr—s muls dann auch, 
^ Öic* Öy* d%* 

an der complexen Function ausgefEthrt, das Resultat Null geben, weil 

d<p d<p ö(!c + to) , g[3; + «g) _ - 

Öa: ~ ö(ar + *'») ' Öa: dx " 

ist, und bei der zweiten Differentiation ^-^ dasselbe gilt Wir er> 
halten also die Bedingung: 

welche nur erfOllt sein kann, wenn 

Ji^=0 xmd J;r »> 

ist. Diese Methode lehrt uns also aus einer bekannten reellen 
Lösung ff der LAfnAOs'schen Gleichung zwei neue reelle Lösungen 
^ und X herzuleiten, welche, wie wir sehen werden, von ihrer 
Matter wesentlich verschieden sind. 

Zur Anwendung T^hlen wir die einiachste der soeben gefondeneu 
Fotentialfanctionen (168). Wir können sie leicht in cartesischen 
Goordinaten ausdrücken, denn der Cosinus des Folarwinhels ist 

pk =a — , wobei r =ya;* + y'+ »'. 



,-bi/'+'- 
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Snbatitniren wir nim an Stalle von x die complexe Tariabele x+ia, 
Bo mOssen wir dies aach in dem AoBdrack r tliim, welcher dadurch 
ebaifklla oomplex wird: 

r' ~ yix+ia'i' + y'+x'- a{X + i*). 

Den ZoBammenhang der beiden reeUeo Zahlen i. nnd » mit den 
reellen Abmessungen x, y, z findet man leicht, wenn man den Ans- 
drock r' qnadrirt tmd die reellen und rein imaginären Theile ein- 
ander gleichsetzt Man erhält: 

^ + y» + «« _ a« - a»(i» - **). I ^^**' 

Die aosgefUirto Snbstitation liefert die complexe Fonotion: 






+ x + ia 



Setzt man hierin aof Grnikd der vorstehenden Belation (169) 
x^ aXv nnd hebt den Factor a in Slhler und Nenner, so erhält 
man folgende dnrch leichte ümformangeo aas einander entstoheode 
Ausdrücke: 

^ "^]/3L + ip-Xv-i "l/(l_»)(l-i) ""[/l-« ^ 



Jl-.- 



Im letzten Qliede fahren wir für die complexeren Zahlen X±i den 
Modul p — yi*+ 1 und das Azimuth a ^ arccotA ein. Es ist dann 

folglich 

so dab das Besnltat lautet: 

7.=Blnl/Y^ + iarooot;i. (170) 

Mao erkennt aus den beiden Belationen (169) leicht, dalä w stets 
ein echter Bruch ist, während X alle möglichen reellen Zahlenwerthe 
anoehmeD kann. De&halh liefert die Gleichung (170) stets die ge- 
wftDBchte Spaltung der complexen Function ^ in einen reellen und 
einen rein imaginären Theil, and die beiden nach dieser Methode 
gewonnenen neuen PotentialiuDctionen lauten: 
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;r»arccotA. (170 b) 

Man könnte axif Grosd der beiden Kalationen (166) ;i und v durch 
X, y, X aaadrBcken, ea ist aber Tiel aDSchanlicher, X und v als Coor- 
dinaten beiznbehalten und ihnen als dritte Abmesann^ den lAngen- 
irinkel i? an die Seite zn stellen. 

Man kann dann die cartesiscben Coordinaten in üehereinstim- 
mang mit (169) folgendermaalsen durch A, w, q ansdrtlcken: 



(171) 



Um nns Qber die Bedeutung dieser Q-leichungen zn informiren, 
eliminiren vir erstens v und i}, was dorob Qnadriren nnd Addiren 



Gleichung bewirkt wird. Man erhält: 

^' , g' + »' 1 
an' "^ a'(i.'+l) ■ 

FOr jeden festen Werth A* ist dies die Gleichung eines ab- 
geplatteten Botationsellipsoides. Lassen wir A* alle Werthe Ton 
bis CO durchlaufen, so beginnt die FUU^e als platte Ereisacheibe 
vom Badins a senkrecht zur a»-Axe, wächst dann und w51bt sich, 
wird im Zunehmen immer kugel&hnlicher uod verschwindet als un- 
endlich grofse EugeL 

Anderseits eliminiren wir aus den Gleichungen (171) A und ij nnd 
erhalten: 

^ 1 »' + »' ,1 

Dies ist für jeden festen echten Bruch v* die Gleichung eines 
einschaligen BotationshyperboloidB. Lassen wir v' alle Werthe von 
bis 1 durchlaufen, so beginnt die FULche, indem sie die ^,»)-Ehene 
mit Ausspaning eines kreisfSrmigen Loches vom Radius a doppelt 
bededd^ ent&ltet sich dann höher und höher, während jenes Iioch 
in der Grundebene immer enger wird. Schliefslich umh&llt die 



Fläche, ine ein enger Schlaacli die x-Äze, in welch' letztere die 
Fläche für r* — 1 degenerirt. 

EHminireD wir endlich X and v, so erhalten wir 

X sini] 
y ~ oOBij 

Das liefert Ittr jedes feste ij eine an der a^-Aze ansetzende Meridian- 
ehene. Während i; ein Intervall von der Chrölse 2 a durchläuft, 
dreht sich diese Ebene einmal hemm. 

Jede der drei Flächenarten dorchstreicht bei dem geschilderten 
Verlauf einmal den ganzen anendlichen Raom, trifft also einmal 
jeden ii^nd wo festgehaltenen Funkt a^ y, x. Die drei Zahlen- 
werthe Jl, y, t;, für welche dies zatrifFt, nennen wir seine elliptischen 
Goordinaten. (Der Tollständigkeit halber müfste hinzagefDgt werden: 
in demjenigen System, welches durch Rotation um die x-Äxe entr 
steht, auB einem System confocaler Ellipsen und Hyperhein in der 
fc^Ebene, deren Brennpunkt im Abstand a auf der y-Axe liegt 
TJiD die gegenseitige Abhängigkeit zwischen den cartesiachen und 
den eUiptischen Goordinaten eindentig zu machen, kann man fest- 
setzen: 



Es ist von Wichtigkeit ein beliebig im Baume gelegenes Längen- 
element dl auszudrücken durch die elliptiBoheD Goordinaten seines 
Ortes und durch die Dififerentiale dX, dv, d^, welche dem Unter- 
schied seiner bdden Endpunkte entsprechen. 

Zu dem Zwecke differenziren wir die Gleichungen (171) 

dx = avdX + aXdv 

rfy s- .> 1 - L - — iWH tjd l—att -L co8 t}dv—a']fX'+ 1 ^1— "**Bini)d«j 

yx* +1 y 1 — r* 



dl* - dx' + dy* + dx*. 
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Die beim Qa&driren der rechten Seiten aoftretenden Doppelfarodncte 
heben sich beim Addiren sämmtUcb fort und man erhUt: 



::7M,]'- (1"») 



Ana dieser wichtigen Formel erkennt man, dals die elliptiBchen 
Coordinaten orthogonal sind, d. h. dafe die drei Fl&chenachaaren sich 
überall senkrecht dorcbschneiden. Zwei eng benachbarte Sllipsoide K 
und {X+dX), zwei desgleichen Hyperboloide * nnd {v + dv) nnd 
zwei desgleichen Ueridi&nebenen i; tmd (t; + dtj) schlielsen ein kleinra 
rechteckiges Yolunelement ein, dessen drei Eantenlängen (Normal- 
abst&nde der Nachbaräächeo) durch die einzelnen eckigen Elanunem 
der G-Ieichong (171a) gegeben sind, während dl die Diagonale des 
rechtwinkligen Parallelepipeds n&ch dem Pythagor&ischen Lehrsatz 
ansdrttckt Ala besonders wichtig ftir das Folgende lesen wir heraus, 
dafe die Normale auf der EUlipsoidääche, welche dem Zuwachs dX 
entspricht, die Ujige hat 

„j=o^^^2dA. (171b) 



Da die EUipsoide mit wachsendem X grölser werden, ist diese 
Normale nach auben gerichtet 

Nach diesen geometrischen Betrachtungen kehren wir nun zu 
unseren Potentialen (170a und b) znrttck. Da i/r nur von v abhängt, 
sind die Nivaanäächen bestimmt durch *> — const, das sind also die 
Hyperboloide unseres Systems. Da diese sich alle iu's Unendliche 
erstrecken, k&nnen wir jedenfalls nicht im ganzen Baume ein 
elektrisches Feld dadurch darstellen. Dagegen liefert / die Niveaa- 
flächen X =-= coost, das sind die abgeplatteten BotationseUipsoide. 
Wählen wir eines davon mit dem besonderen Werth X^ als Ober- 
fläche eines geladenen Condnotors, so giebt uns x * ^^ ^^ X 
für X^X^ das Potential des äufsereii Feldes, während filr J. < il, 
das Potential unveränderUch gleich arc cot X^ zu setzen ist. In 
großer Ekitfemung, d. h. fOr grofses X, nähert sich arc cot X 

der wie -^ oder wie — r~. Der Nenner aX milet die Radien 
X aX 

der grofs^Q Kugeln, in weldie die fernen EUipsoide übergehen. 

Dieses Verhalten entspricht dem Verlauf des Potentials in grolser 

Entfernung, herrfihrend von einer elektrischen Menge a. So grofs 

muis also, wenn kein w^terer Proportionalitätsfactor zugesetzt wird. 
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die G^BammtUtdui^ des Condoetora sein. Will man aber eine «ill- 
kOrlichQ GeBammtladimg e auf dem Condnctor annelimenj bo hat 
man füi daa Potential za setzen: 

X~.—ucmtl, (172) 

vas jetzt anoli geltm solL 

Der Lanf der ErafÜinien im Ao&enrsam geht normal dorch 
die Ellipsoide, folgt also den Schnittcorren der Hyperboloide nnd 
HeridianebenetL 

Von beBonderem Interesse ist die Vertheilnng der Fl&chen- 
dichtigkeit e Ober den Gondactor. 

Han findet diese ans dem Sprung des Differentialqnotienten 
Ton X nach der Normale beim Durchgang dorcb die geladene Fl&che. 
Da innen kein Gef&lle vorhanden ist, bleibt nur das äniäere übrig. 
Es ist 

Die dem Zawachs di, entsprechende Normalenlänge haben wir in 
G-leichnng (171b] angegeben, nnd dx finden vir durch Differentiation 
von (172): 

. e , . , t dX 

dr K — aarccoti ™— — —rz — j-- 

lOthin wird 

C dl 
j. ^ V+^ A L_ 



(173a) 



Die Yariabele y bestimmt die Zonen auf der EUipsoidä&che 
fthnlicb wie ein MaaTs der geographischen Breite. Am Aeqoator 
ist f = 0. Dort hat die Dichtigkeit den grOlsten Werth 

(178b) 



entsprechend der dort st&Asten Erünimnz^. An den abgeplattetrai 
Polen w = ±1 herrscht die geringste Dichtigkeit 
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Degenerirt die Oestalt des Condocton in ein« platte Scheibe 
vom Badins a, so ist Jlg — za setzen. Die Dichtigkeit aof der 
oberen, vie anf der outwen Seite ist dann entsprechend (173a) 



" 4«a»|»! 
An Stelle der elliptischen Coordinate v, deren absoluter Betrag 
Yontehend mit Ivj bezeichnet ist, kann man hier den variabeleD 
BadinB g ~ Vy' + »' flinfUhren, denn ans (171) folgt i&r A ■■ 
pi_yi + a:»_fl»(l-*») 

also 

(173d) 



4«a ya* — g' 

Dieser Aosdrock hat im Centmm den Mioimalwerth -r — j- , nimmt 

nach dem Band hin allmäblich zn and wird daselbst unendlich, trotz 
Ssr endlif^en G^esammtladong e. 

Nach derselben Methode der Sabstitntion von {x + ia) an Stelle 
TOn X wollen wir noi^ ans einer anderen der nns bekannt ge- 
wordenen Potenüalfdnctionen nenes Material gewinnen. Die Engel- 
fanction zweiter Art d^, welche wir ans (166,) erhalten, wenn vir 

Css~l setzen, mnis nach Erweiterung sowohl mit r, wie mit -|- 

eine Lösung der LAPLAOs'schen Q-leichni^ geben. Wir wählen die 
erste Form 

^.r[-l+„^^\±^—r + .^^. (174) 

sobsÜtoiren x + ia für x, also auch r' » a(X + *») fOr r, und b&- 
natzen dann die Belation x~ aXv. 

Die Umwandlung, welche der Logarithmus dadurch erfährt^ 
haben wir soeben berechnet, siehe Gleichung (170). Man erhalt 

lf>^ — a(X + iv) + {aXv + ia)-\ln |/— ^ + t arccotAJ 

oder in reell und imaginär gespalten: 

p m, l—al + aXvla j/y™ — aarccotAl 

ov + oli-arccotA + a'- ^' '^ 
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Jede dieser beiden geschweiften EUmmem, für mch geDommen, 
maJä der LAPLACE'echen GMeichang genügen. Nim steht aber in 
beiden als letzter Sommand je ein Äusdrack, den vir ans GHei- 
ohnng (170 a, b) bOTeits als Lösung derselben linearen honu^^enen 
Difierentialgleiclinng erkannt haben. Wenn wir diese also fort- 
lassen, so moTs das Uebrige aach noch der LAPLACB'scben G^leichni^ 
genfigen. Die beiden neu gewonnenen FotentialfiuioiioDen sind also 
nach Weglassnng des constanten Factors a 

V.-Ä.|-l+»In[/i±^| {174a) 

;f =.(..{ _l+Zarccot;i}. (174b) 

Die zweite Fonction x üt geeignet die Inäacmzimng eines 
platt- ellipBoidisdien Conductors durch ein gleicbflinniges ttufseree 
Feld [in Sichfeang der a^-Axe) darzustellen. 

Das ursprOnglich gleichförmige Feld hat als Potential (f>^ eine 

lineare Fonction von x, und da x ^aXv ist, k&nnen wir ansetzen 

yi = C,A». (175) 

Diesem superponiren wir im AuiseTen Baume (A ^ J^) als StCroogfr- 

feld der inäuenzirten Ladungen 

9t — CjX = <\*{— 1 + J-arccotA}. (HSa) 

Li grober Entfemong il verschwindet diesea Potential, wie 

C, ff ■ -T-rj- , entspricht also durchaus der hier gematäitea Vorstellung 

einer ElektricitätsTertheilung von der algebraischen Summe 0. Anlso'- 
dem wird wegen des Factors v in der ganzen Mittelebene / = 0, was 
bei der entgegengesetzt gleichen Vertheilong zu beiden Seiten auch 
nSthig ist Das Q^esammtpotential im äuTseren Baume ist also 

q>^-(\lv+ C,v{- 1 +Aarccoti). {175b) 

Femer verlangen wir, da& im Innern des Conductors 

91, - (1750) 

sei. Damit ist der Ansatz fert^, es handelt nch nor um die Be- 
stimmung der Constanten <7,, welche dadurch gewonnen wird, dafs 
das Potential an einer mit einfacher Schicht belegten Fläche selbst 
stetig bleibt, da& also 9?, für X — ^ den Werth besitzen mulä, 
der ftlr 91, gilt: 

c; «= c; -j ^ -r^ ■ {175d) 

' ^ 1 — Jt^arccotJ, * ' 
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Die flächeodichtigkeit findet man mich der Formel 



Das Differenziren nach der Normale geschieht bei conataat 
gehaltenem v, lehrend X nm dX lachst: 

f^Va- C'i**fl + -T r^ n-{««!cot'l-TATn'''l- 

^' ' L 1 - Jt^arccotia l X'+l)\ 

Hierin ist 1 « Jt^ zu setzen 

Den Anedmck fOr dn^ entnehmen wir atu (171b) and erhalten: 

rr . '^^ 

4,, ^ (V + l)(l-;,arccotA,) 



(175e) 



Der Factor v mnfs gleichstimmig mit x sein, femer ist 
(1 — il arc cot Jl) immer positiT, defshalb ist » auf der Seite der 
poeitiren x negativ belegt and umgekehrt Der Uebeigang zar 
Kugelgestalt kann gemacht verden, wenn man a Terschwindend klein, 
Xg unendlich und das Prodact aX^ gleich dem endlichen Kugel- 
radias setzt Man kommt so zu der früher fflr einen Engelcondnctor 
abgeleiteten Tertheilung znrUck. Das Potential x ^ Gleichung (174b} 
findet auch Anwendung bei der Berechnung der Hagnetiairung eines 
platten Botationsellipsoids durch ein gleichförmiges Magnetfeld. 

Die im Vorstehenden an zwei Beispielen erprobte Methode der 
EIrsetznng von x durch x + ia bot den Vortheil, dafe wir von den 
gefundenen Functionen \f> und x ^0° Tomherein wulBten, dafs sie 
der LAPLAOs'schen Gleichung genflgen, obgleich sie in elliptischeo 
Coordinaten ausgedrückt eischienen, auf welche wir die Operation J <p 
nicht transfbrmirt haben. Aber eine gewisse Einseitigkeit hegt 
darin, dals bei dieser complezen Substitadon der aus r entstehende 
Ausdruck t^ ^ a{X-{- iv) in den beiden Zahlen 1 und v immer nur 
auf die elliptischen Coordinaten abgeplatteter Systeme führt 
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Zwar könnte man durch geeignete complexe GrOäen an Stelle von y 
und X anch zn länglichen Systemen elliptischer Goordinaten (mit 
zweischaligen Hyperboloiden] gelangen, man könnte dann aber nicht 
die nur Ton n =3 xfr abhängigen Engel^ctionen znr Ableitung 
analoger Besnltate verwenden. 

Diese LUcke UUst aich aber nachträglich anafOllen and eine 
directe üebertragnng der f&r abgeplattete Systeme gewonnenen For^ 
mein auf solche tüi länf^he Systeme erreichen. Man brancht in 
den CoordiDatengleichtmgen (171), welche ja nnabh&ngig tod der 
Art ihrer Herleitong gOltig sind^ sowie auch in allen durch a,l,9 
ausgedrückten Formeln nnr a nnd X rein imaginär za setzen, so ist 
der Uebergang gemacht Der deutlicheren Unterscheidung wegen 
wollen wir f&r das längliche System andere Buchstaben wählen nnd 
schreiben jetzt folgende Substitutionen vor: 

a~ib 

(176) 



Die Goordinatengleichnngen (171) geben Aber in: 

X = 6ffT 

y = b)fa'~l yi-T»coa.? I ■(176a) 

x^b^a^- 1 yi-r'ainfl. 

Die Flächen a s const (durch Elimination von z und 9 gewonnen) 
haben die GMeichung 

»* , y* + »' ^1 
ft«<j>"^ ft*(ff»-l) 

und geben längliche BotationBeUipsoide mit dem gemeinsamen Focal- 
abstand b in der avAxe. Der Spielraum Ton o-ist +1^0'^ + 00. 
Die Schaar der zweischaligen Hyperboloide mit ebenfallB dem 
Focalabstand b ist: 

»* »' + »' j 

b'r' ft»(l-T») 

Spielraum der Variabelen rist— l^r^+1. Die Heridianebenen 
liegen wie immer bisher um die iv-Axe. 0^i;^2ff. 

Die dem Zuwadis da entsprechende I^bige der änberen Nor^ 
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male auf den EUipsoiden kann man aas G^leichong (171 b) dorcli 
die Sabetdtationen (176) finden; 



(17«b) 



Nim ziehen irir die beiden Potentiale (170 a nnd b) heran. Diese 
liefern zufolge (176): 

*-ln|/i5I (177«) 

'^. (177b) 

Die Niveanflächen von tf/ sind d|e zweiBchaligen Hyperboloide, 
sie Isnfien in's Unendliche nnd sind elektrostatisch nicht zu ver- 
wenden. Dagegen sind die NireanälUshen von x die l&nglichen 
EUipBoide. (Der Factor t bei einem Integral einer homogenen 
linearen Differentislgleichimg hat nichts zu bedeuten and kann ein- 
&ch gestrichen irerden.) Eines TOn ihnen, o-— a^, kann als Ober- 
fläche eines geladenen Conducton angesehen werden. In grolser 

Entfernung wird x«, *" — °^ i — > ^ '^ ^^^ ^^ Kadien der greisen 

Eugdo* in welche die fernen Ellipsoide übergehen. Die G^eaammt- 
ladung des Condnotors ist also numerisch gleich b, soll die Ladung 
einen beliebigen Werth e haben^ ao hat man das Potential za setzen: 



(177 c) 
Die Dichti^ceit t auf der Oberfläche ist gegeben durch 

Der Werth dn, ist in (176 b) mitgetheilt, ferner ist 



e du 

b o'-l' 



dZ' 
eleo «rilftlt nmn: 

(177d) 
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"0 4«ö*<j„yV 
Mazirnnm ao den Polen 



D^eneiirt das EHIipaoid in einen verschwindend dOnnen Stab Ton 
der lAnge (2 b], so geht a^ gegen 1, nnd « wird auf der ganzen 
Stablänge unendlich. Die Capacit&t geht gegen Noll herunter, 
w&hrend sie bei dem zur Kreiascheibe degenerirten platten EUipsoid 
endlich bleibt. 

Schliefslich transfonniren wir noch die Potentiale (l?4aandb) 
mit Hülfe der Gleichongen (176). Bs entstehen folgende Formen: 

^ =_ iffj_ 1 + Tln l/[^} (178a) 

y_T!-l-»<rarcoot(-»ff)} - r j - 1 + ff hi l/^^[ • (178b} 

Hier ist wieder i/i onbranchbar, aber x 1ud° dazu dienen, die 
Störung darzustellen, welche ein gleichfSmiiges elektriacheB Feld 
dadurch erOlhrt, dais man einen länglich rotationaeUipaoidischea 
Condactor der Länge nach hineinbringt. Auch bei der Magnetisimng 
länglicher Ellipsoide durch ein gleichütmiiges Magnetfeld hat man 
das Potential (178 b) zu benatzen. 

§ 46. Die KugelftincUonen für nicht ganzzahlige Werthe 
von n und m. 

Nach dem von uns zu Anfang dieaea ganzen Kapitels ein- 
geschlagenen Wege zur Auffindung der Kugelfonctionen, nämlich 

Betrachtung der höheren Bifferenüalquotienten von — nach den 

Coordinaten, war ea selbstrerstftndUch, dab wir unter den Zahlen n 
und m nat&rliohe Ordnungszahlen 0, 1, 2, . . . Teratanden; es ergab 
aidi auch die BeachiAiilnmg m ^ n. Die DifFereutialgleichnng der 
Pn,ff (137) und die besondere Differentialgleichung der Pn,o (139) 
hf^en indessen auch einen Sinn, wenn n und m als beliebige ge- 
brochene oder irrationale Zahlen angesetzt werden, und in Bezug 
auf ihre Ableitung aus der LAfi>A.CB'schen Gleichung für Polar* 
coordinaten hat man auch die Qcwähr, dafs dann noch die 
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G-leidmng (136) gültige Foteutäalfimctionea liefern wird. Aaf diese 
wolles wir zum SchlaTa noch einen Blick werfen. 

Wir beginnen die Erweiterung des Zahlengebietes mit der Frage, 
was die Integrale der betreffenden Differentialgleichungen bedeuten, 
wenn it eine ganze, aber negatire Zahl (excL 0) ist. Wir setzen zu 
dem Zwecke n» — (n' + l), und denken uns unter n' eine ganze 
poaitiTe Zahl (incl. 0). Nur der Zahlenfactor des dritten Gliedes 
der Bifferentialgleichui^n (137) resp. (139) wird dadurch betroffen 
und es zeigt sich: 

(n - m)(n + m + 1) = (- it' - 1 - m)(- n' - 1 + m + 1) 
= (n'-m)(n' + in + l). 

Ganz BO auch im Spezialfälle nt « 0. 

Die Differentialgleichungen mit negativem n aind also identisch 
mit denjenigen für dae posiÜTe n'. Folglich auch ihre Lösungen. 
Neue FunctionBcharaktere liefert also diese erste EWeiterung nicht 
Interessant ist aber zu beobachten, dab die Eugelfunctionen erster 
und zweiter Art ihre Bollen austauschen. Uan mofs setzen; 

f-W + l),» = Qn'.mr 

Diese Beziehnng gilt Übrigens auch noch, wenn n' keine natür- 
liche Zahl mehr ist 

Auch negative ganze Zahlen tüi m lehren uns nichts Neues. 
Ein Blick auf die Function (136] zeigt, dafs ein Zeichenwechsel von 
Dt ^eichbedeutend ist mit einem Wechsel der Umlaufsrichtung des 
Längenwinkels ^. Dieser Wechsel ist aber hier, wo es sich um 
nicht rotatorische Phänomene handelt, ohne Bedeutung. 

Setzen wir jetzt aber m als eine echt oder anecht gebrochene 
(erentuell auch irrationale) Zahl fest, so tritt eine Yeränderung gegen 
früher herror. Zwar kann man noch die Relation (138 a] ebenso 
ableiten, aber die Gleichung (138 b] verliert ihren Sinn. Man kann 
die Function P,^„ nicht mehr ableiten aus Pa,»; es genügt daher 
nicht mehr allein, die Integrale der einfacheren Differentialglei- 
chung (139] aufzusuchen, sondern man mofs auf die allgemeinere 
Differentialgleichung (137) selbst zurückgehen. Diese kann man 
auch direct durch eine positive Potenzreihe von /t integriren: 

A,« = 5o + B,V + Sj^» + . . . + B,n' + ... (179) 

Hau findet dann ganz analog, wie bei der Integration der Diffe- 
rentialgleichung (139), dals ein gerader and eän ungerader Coefficient» 

H. T. H>LHHOLTI, TliMrat Pbjttk. Bd. tV. 15 
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z. B. Bfj tmd jB^ willkürlich, oder nach anderweitigen Bücksichten, 
gewählt werden können und AaSa für die höheren die procorrente 
Formel gilt: 

R - (- n + i" + Q)(" + m + 1 + ^) ß M 7ft„v 

^^' ' (a + l)(a + 2) ^'- <^^^*> 

Wenn nun (n — m) eine positive ganze Zahl (ind. 0] ist, ao werden 
die Coeffideaten 

■B(n-ii.) + a " -Scn-mj+i™ all« altemirend folgenden = 0. 

Die Lösnng zei^Ult in eine ganze Function (n — tn)ten Grades, 
welche, enteprecheud (n — nt], nur gerade oder niir ungerade 
Potenzen toq (a hat, und in eine unendliche Potenzreihe, welche f&r 
fi' < l convergirL Bei ganzzahligem n sind dies die beiden parti- 
cnlären Integrale Pn,«i und Qb,«) welche wir schon kennen. Hier 
tritt nun aber die Möglichkeit auf, gEinz ebeneolche Lösungen zu 
bilden, wenn zwar (n — m) podtir ganzzahlig oder ist, aber n und m 
einzeln gebrochen oder irrational sind. Bas führt dann za eigen- 
artigen von den firüher betrachteten wesentlich verschiedenen Potential- 
functionen. Setzen wir der Einfachheit wegen in (136) die Phasen- 

conetante e = —, nehmen also 



g> = -Hiri^n.mVl — fi' sinmi;. (179c) 

Für m = ist der Sinus ringsherum = 0. FUr m = 1 ezistiren 
zwei diametral gegenüberliegende Meridianebenen q — and >; — n, 
in denen (p = ist. Wenn nun m zwischen ^ und 1 liegt, so wird 

sin m 9 = erstens für »? = und zweitens für i? = — , welch' letz- 

m 

teres im dritten oder vierten Quadranten des Längenwinkels liegt 
(Würden wir rj nicht auf das Intervall bis 2n beschränken, so 
würden jetzt die Functionen vieldeutig werden.) Wir erhalten somit 
zwei in der x-Aze als convezer Kante unter beliebigem Winkel zu- 
sammenstolsende Halbebenen, in welchen das Potential herrscht. 
Diese Flächen können daher als leitend mit der Erde verbundene 
Conductorgrenzen (etwa als sehr grofse geknickte Blechplatte) ge- 
dacht werden. Hinter dem concaven Theile gilt dann überall qn => 0, 
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vährend vor dem convezen Theile jeder der TOratehenden Aub- 
drttoke mit 

n = m oder = m + 1, m + 2, . . . etc. 

eine FoteaüaliuQctioii darstellt Die Flächenbelegtuig berechnet man 
ans der Fonael: 



4 n = — [3-i- ] fllr )j = oder ij = — . 



Die änfsere Normale auf der Meridianebene ri = geht in Richtang 
des wachsenden dt; auf einem Kreise vom Radius r8in# = »-yi — n', 
ist also 

dn„ = f yi — /*•- dt], 
aaderaeits ist 




also wegen cos m 1; = 1 : 

" \ (179d) 

In der Kante selbst wird die Dichtigkeit unendlich, weil yi — n' 
gegen Null strebt nnd der Exponent ni — 1 jetzt negativ ist 

Auch die Superposition einer ganzen Reihe solcher Potentiale, 
alle mit dem gleichen m zwischen ^ nnd 1, kann man ansetzen, 
nnd findet so eine grolse Mannigfaltigheit. 

Endlich wollen wir n gehrochen amiebmen ohne Beziehung zu m. 
Wir wollen uns sogar auf den einfachsten Fall m = 0, also auf die 
rein zonalen Kugel^ctionen beschränken. 

Es geht aus der früher durcbgefObrten Integration der hier 
einschlägigen Differentialgleichung (1S9) hervor, dals bei nicht ganz- 
zahligem n keines der beiden particulären Integrale eine abbrechende 
Fotenzreihe bildet, sondern dals man zwei von einander getrennte 
unendliche Reihen erhält, welche sowohl für |U = — 1 wie für |W = + 1 
logarithmisch unendlich werden. Dei^leichen Ausdrücke haben wir 
schon unter den Functionen Qn,o kennen gelernt (Anfang des § 45), 
aber noch fehlen uns Functionen, welche ftlr den einen Pol, also 
entweder ftlr jw = + 1 oder für |U = — 1 imendlich werden, während 
sie am anderen Pol endlich und stetig bleiben. Diese erhält man 
durch Substitution einer anderen YariabeleD an Stelle von ft, und 
zwar einer aolchen, welche nicht vom ganzen, sondern vom halben 
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würde aber nntzlos sein, wenn wir sie an der fertigen Reihe P„,o 
ausführten, wir mUssen sie bereits in der DlGTereatialgleicbimg (139) 
TomebmeD, und ein neues Integral als Potenzreihe einer der beiden 
Ereiafunctionen des halben Polwinkels au&tellen. Wir haben die 
Wahl zwischen 

l-^-2sin*|^ und 1+ /* = 2 COB» |- • 

Beide fahren im Wesentlichen zu dem gleichen Resultat Wählen 
wir die erstere, und setzen zur Abkürzung 



in.*. 



SO ist 










1-^-2,, 


1 


-p.'~i,IX-,) 




-dii.-2d>, 


also 


i 1 d 
d/x 2 d. 



Die DifferentialgleicbuDg (139) kann in der Form geschrieben 
werden 

^((l-(.-)^) + «(n+I)P.,.-0 

und geht nach der Substitution zufolge der angefahrten Formeln 
Qber in 

-l^l^'C-"^) + "(« + ■"'■.»-« 

oder kürzer 

^(•(l-»)^)+ll(l>+l)P..«-0. (180) 

Wählen wir die zweite Mdglichkeit, und setzen 

.* , 
cos'^j--!, 

so ist 

1 + /1-2I, l-f.'-4l(I -I) 

.. oj. 1 d 1 d 

dit = 2dt, also -; — iK -^ 

'^ ' df. i dt 
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und die Differentialgleichuug geht Qber in 

Das ist genan dieselbe Form, vie bei EinBetzong von », des- 
halb aach dieselbe XiOsimg. Wir setzen als Integral eine Potenz- 
reihe an 

iV,.-<7(,+ C^» ■¥ G,a* + G^»' + ...+ 0^^ ^ ..., (180a 

l^gen diese in Differentialgleichung (180) ein, föbren die Differen- 
tiationen and Multiplicationen gliedweise ans und fordern schließ- 
lich jeden Coefficienten der darans entstehenden Potenzreihe gleich 
Noll, ao erhalten wir folgende iteihe von Bedingungen: 

Cl +n(in- i)q,-0 
2»(7j-[2.1-n(n-H)]q =0 
8» Cj - [3-2 - n(n -I- 1)] C, = 

(a -I- 1)" 0,^1 - [(tt -i- 1) a - n (it + 1)] 0. « . 

Also C^ bleibt villkOrlicb, fUr die fönenden gilt die procurrente 
Formel: 

„ (Q - n)(Q -t- n -H) ^ 



(tt + 1)» 



(180b) 



Ist n eine ganze Zahl, so bricht die Reihe der CoefScienten 
mit dem höchsten Gliede €„ ab, während alle folgenden gleich Null 
werden. In diesem Falle kann man auch noch nachweisen, dals 
nach Bückwärtasubstitution Ton n an Stelle von s und geeigneter 
Wahl von (7g wieder die uns bekannten Kugelfimctionen erster Art 
zum Vorschein kommen. Wenn aber n keine ganze Zahl ist, bo 
erhalten wir jetzt folgende unendliche Reihe: 

P cUa. (-»)('■ + ') „ , (-n)(-in-l)(n+l)(ii + 2) . I 
J'.,o-O.^l+ j , j • + ^r- 2 .1.2' I 

(-n)(-n+l)(-ii + 2)(ii + l)(ii + 2)(n + 3) ,, 1 
"^1-2.3 .1.2.3 ■'■•■■/l 

oder als hypergeometrische Reihe in STmboliaclier Schreibweise; 

J'.,o- C„'F[-\x, n + 1, 1; »). 



(I8O0) 
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Natärlich wardeo vir genau dieselbe Reibe aucb f&r die Yariabele t 
erhalten. 

Difl Fonn der bypergeometriscIieD Reihe giebt ans die Sicher- 
heit, dafs für echt gebrochenes a der Aasdruck einen endlichen 
Werth hat. Für s -= 1 wird er logarithmisch unendlich, veil auch 
hier, wie schon früher, der kritische Fall a + ß = y vorliegt 

Diese Function P„, o '^on s = sin -^ besitzt also an dem Pol ^ = 

den endlichen Werth Cf„ während sie an dem entgegengesetzten 
Pole & = st, also ftlr « = 1, zur Grenze ± co läuft. 

Würden wir an Stelle Ton « als Variabele f «= cos ~ wählen, 

Bo würde filr den Pol ^ = ein unendlicher, und für den Fol & = jt 
ein endlicher Werth resultiren. 

Ebenso wie die Function Pn,o bei ganzzahligem n gewisse Null- 
steilen filr bestimmte Werthe von & oder n oder s oder t besitzt, 
so auch bei nicht ganzzahligem n- Die Orte, welche denselben 
Polarwinkel besitzen, liegen auf Kreiskegelmänteln, also auch die 
Nullstellen von Pn,o- Wenn man nun n stetig variabel setzt, also 
alle auch irrationalen Werthe durchlaufen läfst, so verändern die 
Kegelmäntel, welche die Nullstellen enthalten, ihren Oeffnungswinkel & 
stetig. Wie dieser Lauf der Nullwerthkegel vor sich geht, kann man 
sich leicht veranschaulichen. Wir wählen die Darstellung durch a, 
welche für ^ = endlich bleibt und nehmen C^ positiv an. Wenn 
n = ist, giebt es gar keine Nullstellen, weil P„ einen constanten 
endlichen Werth hat Beginnt nun n Über Null zu wachsen, so 
ISst sich von der negativen x-Aze ganz allmählich ein Nullkegel 
ab (die Spitze liegt immer im Anfangspunkt der Coordinaten.) 
Im coDcaven Raum ist Pn,o negativ. Wenn n bis ^ gestiegen 
ist, hat der Kegelmantel eine Oeffnung von etwa 50" gegen die 
negative a;-Axe, und bei n = 1 erreicht er die Aequatorebene. 
Wächst n über 1, so wird er concav nach der Seite der positiven 
2t-Axe, zugleich ISst sich ein zweiter Nullkegel auf dieselbe Weise 
ab wie der erste etc. 

Aus den P„,o ^^ ^^^ gebrochenee n kOnuen wir nun Potential- 
fiinctionen 

(fi=r'P„,<i (180d) 

Qud 

y«— -yP„,o (180e) 
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bildflD, welche aaf einem Kegelmantel toh beliebigem OefhungB- 
winkel gleich Null weräen. Setzen vir in dem concaven Baum, wo 
bei Fortsetzm^ der Function P„,o die bis in's negaÜTe Unendliche 
sinkenden Werthe liegen würden, Uber&U <p ^0, bo haben wir eine 
Bedingung des elektriechen Gleichgewichts auf einem unendlich 
ausgedehnten leitenden Eegel, woMr man praktisch auch setzen 
kann einen sehr gro&en Gondnctor, welcher eine kegelförmige Spitze 
besitzt. Die Dicht^keit wird an der Spitze unendlich grofs. Ebenso 
die Intensität des elektrischen Feldes. 



Viert» KaplteL 

§ 47. Zweidimensionale Probleme. 

ScblieTslich soll noch die dnrch ESe^nz ansgezeichnete Methode 
erwähnt werden, auf welche die Theorie der Functionen einer com- 
plexen Veränderlichen die zweidimensionalen Probleme der Elektro- 
statik behandelt Die Bezeichnung „zweidimensional" ist so zu ver- 
stehen, dals die dritte Goordinate, etwa x, gar keine Bolle spielt, 
weil alle ESrper unendlich lange Cjlinder sind, deren erzeugende 
Geraden parallel zur x-Äxe sind, and weil die Dichte ihrer Ladung 
Ton X unabhängig ist Dasselbe gilt dann auch für die Potential- 
function, so dals die LAPLACE'sche Operation die Form 

^ Dir* öff* 

annimmt Da wir also den Buchstaben z in diesem Paragraphen 
nicht in der bisherigen Bedeutung brauchen, wollen wir hier 

z = x + iy (181) 

setzen; x ist dann die complexe Tariabele, von deren Functionen 
die Rede sein boII. 

Als Function von x könnte man jede Function 

bezeichnen, was füi Functionen auch (p und ip sein mögen; denn 
durch Angabe eines complexen Werthes fUr x sind nach (181) x 
nnd y und nach (182) auch / bestimmt Man ist aber überein- 
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gekommen, den Begriff einer Function des complezen Äif^ments z 
auf solche Functionen y einznscliränken, welche x und y nur in der 
Verbindung x + iy enthalten, bei welchen alao 
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(183) 

Nur wenn sie erfOllt sind, kaon man der Function x H einen 
Differentialquotienten nach x 

dx 3g> .d^p_ _ . i dip . d^ \ 
d» " '^ ''" da: " \dy "^ dy] 

zuschreiben. Da die äleichungen (183), wenn sie fttr ^ und ^ 

selten, auch durch die Functionen -^ und -=-^ erfüllt weiden, 
° ' dx dx 

dx 
so ist dann auch — ^ — Function des complexen Ärgamenta x, so dab 

t?y d'x 

man auch Ton den höheren Differentialquotienten ^ , -v-j- etc. 

iu beBtimmtem Sinne reden kann. 

Die hohe Bedeutung dieser Functionen ftlr elektrische Probleme 
erkennt man, wenn man aus den G-leichungen (183) die eine der 
Functionen a> und ift eliminirtj tnao findet dabei 

'd^ " dxby^~ dy*' dy* ^ dxdy ^~ 6x* ' 
oder 



.0 



(184) 



% « ZWETOIMENSIONALE PROBLEME. 233 

Der reelle ond der imaginäre Beetandtlieil einer jeden Function 
der complezeo Yei^derlicheo z sind also Lösangen der DifFerenttal- 
gleichnng Jy = 0. Um ein voigelegtes Problem der ElektroBtatik 
zu lösen, hat man demnach nnr eine Function x(^) ^n Bachen, bei 
welcher entweder der reelle oder der imaginäre Theil den Grenz- 
bedingangen genügt. 

Ans (188) folgt femer 

^öv+^^-0. (185) 

ox ax dy dy ^ ' 

Ist (f> die Potentialtoction, ho sind 

y){x,y)-^ conet 

die Gleichungen der Niveauflächen, welche hier natürlich Cylinder- 
flächen eiud. Ihre Schnitte mit der xy-Ebene bezeichnen wir als 
Niveaulinieo. Ntin sagt (185) ans, dals die Linien (p <■ conat und 
^ = const auf einander senkrecht stehen. Ist also tp die Potential- 
fiinction, so sind \p = const die Gleichungen der Kraftlinien, und 
omgekehrt. 

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Function 

X(x) log*. 

Die Folarcoordinateo ^, & in der Ebene Mngen mit den recht- 
winkligen Coordinaten durch die Relationen 

« = e cos ^ 

S-psiny? 
zusammen, aus denen 

« = a; + »y s= p{coa& + tsin^) = pe'* 
folgt. Also ist 

X{x) = — log« - - logp - «*; 
und da die Functionen 

~ log e = - 1(^ (ya:* + y» ) 
und 

-^-»-arcte-^ 

^ X 

beide reell sind, so ist 

qc — — log e 

der reelle Bestandtheil tod ^'[x], genügt demnach der Gleichung 
Jqp — 0. Da es femer sammt seinen DifTerentialqnotienten im End- 
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liehen tiberall endlich und stetig mit Änsnarlmie des Pankt«s x b y = 

ist [vei^l. § 13), so entspricht es genan der LSsnng ^ =— der 

Grleichong A(f, = fttr drei Dimensionen; es stellt die Fotential- 
function eines unendlich langen, nneodlich dünnen, positiv geladenen 
Cylindera dar. Die Eraftcomponenten sind 





dq> l dp 1 . 




dy ff dy p 
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Ä» ' ^'^ T/x' + y' 



ist. Die elektrische Erafl nimmt mit wachsendem Abstand p ab, 
wie — . Im Unendlichen wird q> nicht wie bei dreidimenHionalen 
Problemen 0, sondern negativ unendlich. 
Dieselbe Function 

tp~ -hg ff 

stellt natOrlich auch die Potentialfanction im Kaume zwischen zwei 
metallischen, coaxialen Kreiscylindem dar, da auf diesem ff >> const, 
also auch ^ = const ist. 

Statt aber x als geeignete Function von * zu bestimmen, ist 
es manchmal ein&cher, umgekehrt z als Function von / anfzusachen; 

beides ist gleichwerthig; denn hat der Differentialquotient -r— einen 
bestimmten Sinn, so gilt das Q-leiche von — , ist also z Function 

des complexeu Arguments x> ^ i^^ &Qch x Function der complexen 
Veränderlichen %. Dieser Art ist das Beispiel, auf welches wir nun 
ein wenig näher eingehen wollen. 

Die praktisch wichtigste Form des elektrischen Condensators 
besteht in zwei einander parallelen, metallischen Kreisscheiben, deren 
Abstand gegen den Badius klein ist Han macht sich leicht klar, 
dafa in den Theilen des Zwischenraumes, an denen ein Hlinflufs des 
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BAiides der Platten nicht za merken ist, die Platten alBO als un- 
endlich ansgedebnt gelten können: 

{a und b Constante) die Potentialfunction ist, vorausgesetzt, dals die 
Flattennormale die y-Eicbtang hat; denn dann ist Jep = und an 
den Platten y b const, also {p = coost Wesentlich schwieriger ist 
die Fra^e nach dem E^nflufs des Bandes. Man kann sie aber 
wenigstens angenähert behandeln, wenn man wegen des voraos- 
gesetzten Verhältnisses zwischen Plattenabstand und Radius von der 
ErUmmuDg absieht und die Platten als nnendhcb ausgedehnte Halb- 
ebenen betrachtet. Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, 
wenn wir festsetzen, dalä sie denjenigen Theil der Ebenen 

y = ±An 

ausfüllen sollen, in welchem x <. — A ist, obwohl hier der Platten* 
abstand 2nA und die Lage der Bandlinien (a: = — ^) durch dieselbe 
Gonstante .4 bestimmt sind; denn die letztere Festsetzung giebt nur 
die relative Lage des Coordinatensystems zu den OoDdensatorplatten 
an. Die Platten sollen auf entgegengesetzt gleichen Potentialen sein, 
welche wir, um nicht noch eine Constante mehr einf&hren zu müssen, 
zu ± n festsetzen. Hierfilr läfst sich jeder andere Werth erzielen, 
wenn man die unten angegebene Potentialfimction mit einem passen- 
den Factor multiplicirt 

Diese Aufgabe löst der Ansatz: 

z = Aix + e^ 
oder 

x + iy = A{tp -i-i-\f) + ef + 'v) ^ A(^ + i^ + 6i'(cosyf + imitf/)) , 
wenn man y; als die Potentialfimction betrachtet. Denn wegen 

X = A[q>+e<PCOB^) 1 

y = A(if> + 6^ ain tfi) ' 

entspricht den Niveaulinien 
der Theil der Geraden 

den 

x = A{ip — 61') =sAei'[tpe-v — 1) 
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durchläuft, wenn <p die Reihe der reellen Zahlen von — oo bis +co 
durchwandert Für 9> = — oo iat aber ti' = 0, alao a =» — oo, für 
9! =■ -f 00 wird tp e-f — 1 = — 1 und e'' = + co , so dafo wiederom 
X ~ — OD wird, während x für qo — seinen Maximalwerth — Ä an- 
nimmt, da fUr diesen Werth 

ist. Der fragliche Theil der beiden G-eraden ist demnach identisch 
mit den Schnitten der Platten mit der xy-Ebene. 

DaÜB die NiToaulinien ^ = ± « auf die angegebene Weise 
doppelt durchlaufen werdeiit wird Terständlicher, wenn man eine der 
anderen Niveauliniea discntirt, für welche 

ist Ist if sehr grob nnd negatiT, so ist annähernd 

demnach — xA<y <+ nA, so dafs diesen Werthen von <p der 
vom Bande weit entfernte Theil des Baomes zwischen den Platten 
entspricht. Dagegen sind fOr sehr grofse positive Werthe von <p 
X and Ay \6 nach dem Zeichen von cobi/> und sini/r positiv öder- 
negativ sehr grols, während für qo >> 

x= Acoiip>~ A 

y = ^ (V + sin 1/j) 

wird. Die Linie 1/; = fällt mit der x-Äze zusammen. Den Ver- 
lauf der Niveau- und Kraftlinien -ip <=: const und <p ^ const ver- 
anschaulicht Figor 18, und zwar ist die Differenz der Werthe von t^ 
und (p für benachbarte Niveau- und Kraftlinieu stets die gleiche. 
Man sieht aus ihr, dafs fllr jeden Punkt x,y tp ra. dem angegebenen 
Intervall von — n bis + n liegt; andere Werthe entbehren der 
physikalischen Bedeutung. Längs den Niveaulinien ip =st±n aber 
entspricht ein negativer Werth von tp einem Punkt der Innenseite, 
ein positiver Werth einem Pnnkt der Auisenseit«. 

Das Hauptinteresse beansprucht die Frage nach der Yerthei- 
Inug der Ladangen. Betrachten wir die positiv geladene Platte, f&r 
welche tff« + «, y = -^ An ist; da an ihrer Innenseite die Normale 

in die negative y-Richtnng weist, ist + -— -^ , an der ÄufBen- 
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Seite ( 



1 ^^p 
4n dy 
and (186) an dieser Platte 



-^ die FlächeDdichte. Nun ist nach (183) 



d^ 1__ 



so daTs die Flächendichte gleich 

±i^^_± \ 

^ An dx ^ 431^(1-6*') 

ist^ wo das Vorzeichen + an der InnenBeite^ — an der AaTsenseite 
gilt Da der ersteren ein negatiTer Werth von tp entspricht, 1 — e^ 




dort also positiv ist, während an der letzteren ip>Q, \ — f" <0 
ist, so ist das Vorzeichen der Flächenbelegong stets das positiva 



1 



Rande, an den entsprechenden Stellen der Äulsenseite aber Null. 
Dagegen wird sie auf beiden Seiten unendlich grob, wenn man sich 
dem Bande nähert. 

Eine wichtige Frage ist nun, ob bei der angenommenen Poten- 
tialdifferenz 2 n zwischen den Platten die Gesanimtladui^ eines 
endUchen am Eande gelegenen Stückes der Platten endhch ist; denn 
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andemfallB mOläteD vir schlieTsen, dals BJch dn Condensator unter 
Aufwand endlicher Energie überhaupt niclit auf endliche FoteDtial- 
difTerenz laden läfsL Legen wir einen Streifen der positiv geladenen 
Platte, welcher in der Richtung des Bandes, d. h. senkrecht zur 
xy-Ebene, die Breite 1 hat, und Ton der Linie x = x^(Xg< — A) 
bis zum Band x = ~ Ä reicht, der Betrachtung zu Grunde; er tilgt 
auf der Innenseite die Ladung: 



inj dx 



wo Ton den beiden Werthen yon ifi, welche einem und demselben 
Wertbe Ton x angehören, der negative zn nehmen ist, während die 
Ladung seiner äufseren Seite 



4«j d 



beträgt, wo Ton den beiden in Frage kommenden Werthen von ip 
der positive eingesetzt werden mnis. Sind ^^ und «p^' die beiden 

zu Sg gehCrenden Werthe, so ist aber das erstere Litegral =~ ^ 

das zweite = + -~ , also beide endlich. 
4n 

Da in der Figur die Differenz der Werthe von (p auf benach- 
harten Kraftlinien conatant ist, liegt zwischen je zwei Endpunkten 
von Eraftlinien auf den Platten die gleiche Elektricitätsmenge; 
sie giebt daher unmittelbar ein Bild der Ladnngsvertheilung. 

FUr den aus zwei kreisförmigen Platten bestehenden Conden- 
sater können wir hieraus schliefsen: Jede der Platten trägt nur 
Ladung eines Vorzeichens, diese liegt Überwiegend auf der Innen- 
seite, nur am Bande, wo anch auf der Innenseite die Ladung be- 
sonders stark angehäuft ist, ist die Aufsenseite einigermaafsen 
geladen. 

8 48. Das Energieprincip in der Elektrostatik. 

Schon in § 9 [siehe Gleichnng (19)] vrurde gezeigt, daiä die 
potentielle Energie einer Anzahl von elektrischen Punktladungen tf 
gleich \^tf<p, ist, wenn man unter 9:, den Werth der Potential- 
fimction aller Punktl&dungen, mit Ausnahme von e^ selbst, am Ort 



^///[(- 
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Ton e, rersteht Dies wurde in § 25 aof stetig über i&uinliclie 
oder flächeuhafte Gebiete vertheilte Ladungen Übertragen, indem 
die Energie 

W=^(fJf^sdxdydz+JJdag>e] (187) 

gesetzt wurde. Dals hier «p als die Potentialfiinction aller Ladungen 
aofgefafst werden kann, findet, wie dort erwähnt, seine Begründung 
darin, daXs die Ladungen tdxdyd» und eda auch am eigenen Ort 
nnr unendlich wenig zu <p beitragen. In demselben Paragraphen 
wurde der Ausdruck W auch schon mit Httlfe des Q&EEM'schen 
Satzes umgeformt in 

In dem speciellen Fall, dafs nur leitende Körper Träger elektriscber 
Ladungen sind, ist a = und (187) reducirt sich auf 

W=:^JJds<pe = iS^f^i- [18Tb) 

wo unter Pj das Potential, unter e, die gesammte Ladung eines 
der leitenden Körper zu verstehen ist Wir wollen in diesem 
Paragraphen zunächst an einem Beispiel, dann allgemein beweisen, 
daJs die aus (187a] oder (I87b) berechnete Enei^e das Aequivalent 
der Arbeit ist, welche gegen die ponderomotorischen Kräfte geleistet 
werden mufste, um die Ladungen e, auf den Gonductoren herzustellen. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns zanächst eine Punkt- 
ladnng e' einer leitenden Kugel vom Radius B aus dem Unendlichen 
her genähert, bis ihr Abstand r vom Kugelmittelpnnkt gleich r-„ ge- 
worden ist; und zwar soll dabei ein dünner Draht die Kugel leitend 
mit der Erde verbinden, so dafs ihr Potential dauernd bleibt 
Dann unterbrechen wir diese Ableitung und entfernen die Puokt- 
ladung wieder in'a Unendliche. 

Aus den Erörterungen des § 31 entnehmen wir, dals die Kugel 



Aulsen so wirkt, als wäre sie im Spiegelbild des geladenen Punktes 
concentrirt In der Endlage r = r^^ ist die Ladung 

e--— c', (188) 
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ncd diese bleibt auf der Engel, wenn vir nach ünterbrecbang der 
Ableitong e' wieder in'B unendliche fortrUcken lassen. Sie vertbeilt 
eich dabei so, daTs ilire Wirkung nach Aufsen der zweier Fnnkt- 

ladungen e' and — Ä e' f 1 aqniralent ist, von denen die 

erstere ihren Sitz wiederum im Spiegdbild des geladenen Punktes, 
die zweite im Eugelmittelpimkt hat Beide Üben auf e' eine An- 
ziehung aus, welche bei der Entfernung von e' Überwunden werden 

mufs. Die Arbeit, welche die erstere Ladung, e', erforder- 
lich macht, wurde aber hei der AonäheruDg TOn e' gewonnen; die 
gesammte bei dem Procefa geleistete Arbeit ist also gleich der, 
welche zur Ueberwindung der Anziehungskraft 

Äe"/1 1\ 



der im Itfittelpuukt concentrirt gedachten Ladung ■ 
dient; d. h. gleich 



-■^(^|)^=i^ 



Da nach (188) im Endzustand das Potential der Kugel 

ist, so ist sie in der That gleich ^Pi. 

Bevor wir nun zu dem allgemeinen Beweis Übergehen, wollen 
wir zeigen, dafs die Energie Tf im Gleichgewichtszustände den kleinsten 
Werth hat. den sie annehmen kann, solange die Lage und Form 
der Leiter erhalten bleibt and leitende Verbindungen zwischen ihnen 
und der Erde oder zwischen verschiedenen Couductoren weder neu 
hergestellt noch unterbrochen werden. Mathematisch fonnulirt, lautet 
dies: VerilndeiTi wir die Plächendichte der Elektricität e um 3e, 
80 dafs die Gesammtladnngen e^ der isolirteu Gondactoren an der 
Veränderung nicht theilnehmen, so ändert sich die Potential- 
function <p nm 3^ und die Energie W und SW. Aber vermöge 
der GleichgewicbtsbedinguDgen, daiä überall 

J9P-O, 
dals femer an allen Couductoren 

9> = F, = const 
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and apedell auf den zur Erde abgeleiteten 

.^, = 
ist, ist 

um dies zq zeigen, berechnen vir ^TT nach (187 a]^ indem inr 

setzen. In der so entstehenden Gleichnng 

4aJJJ\dx dx dy dy dz dz I " 

ist wie in (187a} über den ganzen Baum, oder da die Differential- 
qnotieQt«n yon tp in Leitern verschwinden, Ober den von Leitern 
freien Tbeil des Raumes zu integriren. Wenden wir nun die zum 
GaEEH'achen Satz fahrende partielle Integration an, so finden wir 
rermöge Afp ^0 

wo das Integral über alle Oberflächen von Condnctoren zn erstrecken 
ist. An diesen ist aber <p constant tind nach (69a) 



SW^-^P^fJäs^Se ='^Pidt, = 0, 

da an den isoHrten Conductoren de,, an den znr Erde abgeleiteten 
aber P^ = ist 

Nun denken wir uns alle Ableitungen znr Erde anfgehoben 
und ertheilen einem der Condactoren, den wir durch den Inder 1 
auszeichnen, eine unendlich kleine Verschiebung und Drebimg, 
welchen einem seiner Fonkte die Yerrücknng 31 mittheilt; Form- 
findernngen schliefsen wir ans. Dann müssen wir gegen die pondero- 
motorischen KrILfte die Arbeit d^ leisten, während sich die Eneigie 
um 3 W ändert Im Allgemeinen verändert sich mit der Yerschiebung 
auch die Yertbeilnng der Ladungen auf allen Conductoren and 3 W 
besteht dementsprechend aas zwei Sammaaden, von denen der erste 
die Yerändenmg von W in Folge der Verrllckung des Conductors 

H. V. Hejqout, Tbeont. Phjilk. Bd. IV. IS 
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bei UQTeränderter Yertheilung, der zweite die in Folge der Ter- 
sctiiebniig der Ladungen allein stattfindende Yerändemng Ton W 
angiebt Der zweite Summand ist aber, wie Boeben bewiesen, Nnll. 
Denken wir nun die ursprünglich vorhandenen Ableitungen zur Erde 
wieder hergestellt, so erfolgt eine neue unendlich kleine Terschiebung 
der Ladungen, welche aber wiedemm za 3W nichts beiträgt. Zur 
Berechnung von 

5W-.^sJfdsip6 (189) 

haben wir also e als f^t an den Flächenelemeiit«n ds haftend zn 
denken. 

Dies und die vorausgesetzte Starrheit des Couductors 1 hat 
zur Folge, dafs die Potentialfunction qoj der auf ihm befindlichen 
Ladung sich in einem an der Terrückung theilnehmenden Punkt nicht 
ändert; das über seine Oberfläche zu erstreckende Integral 



jJrf«qD,fl 



bleibt daher unverändert. Dagegen bleibt die Potentiid^inction cjn, 
aller anderen lisdungen in allen Punkten unverändert, welche an 
der Yerrllckung nicht theilnehmen, also n. A. an den OberSächen 
der Conductoren, welche ihren Platz nicht wechseln; das für ihre 
Oberflächen gebildete Integral 



ffd,^,. 



ändert sieb also auch nicht, and es wird nach [189] und wegen 
yi + Vi = y 



SW^\3 ffdsqie 

\ 1 i a i I 

= ^slffds^,s+ffd.v,e\. 



(189 a) 



Aber aach diese G-leichung lä&t sich mit Hülfe des ÜKEBN'schen 
Satzes noch vereinfachen; denn ^^ und ip^ genügen im ganzen Baum 
der Differentialgleichung Jy = und den Stetigkeitsbedingungen, 
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nur da& der Diffflrentialqaotient ^^ an der Oberfläche des Coq- 

dactors 1, -™* an der der anderen die durch die Belation {69 a) 
an ' ' 

in \dnt "^ ö»J 

gegebene TJsstetigkeit besitzt Das ftir den guizen Baum gebildete 
Litegral 

ist deTshalb sowohl ^eidt 

3 2 

als auch gleich 

Flächenintegrale fOr die unendlich ferne Begrenzung des Banmes 
treten bei beiden Umformungen nicht an^ weil cp^ and tp^ im un- 
endlichen wie IjR, ihre Ableitungen wie 1/A* verschwinden. Ganz 
allgemein gilt demnach 

1 a 

80 dals nach (189a) 

3W=S CCda tp^ 6 

wird. Das hier allein auftretende Integral eriUhrt seine Veränderung 
dadurch, daTs ein Fläcbenelement da bei der Verschiebung um 31 
von einem Ort mit dem Werthe 7>, an einen mit dem Werthe 

gs, +-^Sl kommt; also ist 

3W= fJdte^Sl. (189b) 

Die TOD den in Ruhe bleibenden Conductoren auf das Element da 
des Conductors 1 in der Richtung von Sl ausgetlbte pondero- 
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motorische Kraft ist aber 

die za ihrer Ueberwindimg erforderliche Arbeit 

also folgt aus (18db) munittfilbar 

was za beweisen war. 

Es werden demnach bei dieser unendlich kleinen Verschiebung 
elektrische Energie und mechauiBcbe Arbeit unmittelbar in einander 
umgewandelt. Dasselbe gilt von jeder endlichen Yerrackimg, voraus- 
gesetzt, dals sie so langsam vor sich gebt, dafs eich in jedem Augen- 
blick das elektrostatische Grleicbgewicht wieder einstellt ; denn sonst 
fielen die Voraussetzangen unseres Beweises fort Es entständen 
dann elektrische Ströme, welche Kräfte auf einander ausüben, die 
ganz aus dem Bereich der bisherigen Betrachtungen herausfallen, 
und aufeer elektrischer Energie und mechanischer Arbeit träten in 
der Ekergiegleichnng noch magnetische Enei^e und JoniiE'sche 
Wärme auf. Ist aber diese Bedingung erfüllt, so können wir aus 
der Qleicbheit von 3W uni 3A schüefsen, dafs die aufzuwendende 
Arbeit nur von der AnÜsings- und Endlage abhängt, auf welchem 
Wege man auch die eine in die andere Uberftlbren mag; denn die 
Aenderung der elektrischen Energie ist auch vom Wege unabhängig. 

Die Verwandlung mechanischer Arbeit in elektrische Energie 
spielt in der praktischen Physik eine grofse Bolle; die Wirksamkeit 
aller Influenzmaschinen beruht auf ihr. Beim Elektrophor, der ein- 
fachsten derartigen Vorrichtung, z. B. wird der metallische Deckel 
der elektrisch geladenen isolirenden Scheibe genähert, während er 
abgeleitet, und dann von ihr entfernt, nachdem er isolirt worden 
ist G^anz wie in dem durchgerechneten Beispiel die leitende Kugel 
erhält er dabei eine Ladung, deren Energie das Aequivalent der 
Arbeit ist, welche bei der Annäherung und Wiederenliemung ge- 
leistet werden mufs. 



Zweiter Theil. 

Andere Gebiete, in denen Bich die Kraft ans einer 
Fotentialfonction ableitet. 



Erster AbBChnitt 
Magnetialrte Körper nnd Dlelektrle». 



§ 49. Allgemeine Theorie der permanenten Magnete. 

Die Theorie des MagnetiBmaB schliefst sich eng an die Elektro- 
statik an. Denn ebenso wie die elektrostatischen laBsen eich die 
magnetischen Wirkongen auf zwei entgegengesetzte Ägenüen znrilck- 
fQliren, deren UnzerBtörbarkeit und ünTermehTbarkeit nur der Ein- 
schränkung unterliegt, dafs gleich grolse Mengen von positiTem und 
negativem MagnetismiiB sowohl gleichzeitig entstehen, als rerschwinden 
können; sie addiren sich algebraisch. Und die Änziehnngs- oder 
Abstäiäungskraft, welche zwei magnetische Quanta m und nij im 
Abstand r von einander auf einander ausüben, gehorcht demselben 
Gesetz 



vie die elektrische Kraft Anch fOr die Bestimmung der Einheit 
dea magnetischen Quantums gilt dasselbe, wie ftlr die Definition der 
Einheit des elektrischen. Da der Magnetismus uns nur durch seine 
Anziehungs- und Abstofsnngekraft bekannt ist, kOnnen wir sie 
durch Wahl der Constante A' beliebig festsetzen. Zam G-Auss'schen 
Maalssystem fOhrt die Bestimmung, dals ftir das Yacnnm oder die 
ihm praktisch äquiralente atmosphSriHche Luft A* == l sein soll. 
Die Einheit des Magnetismus ist dann dasjenige Quantum, welches 
auf ein gleiches Qaautnm im Abstand Ton 1 cm die Eraft 1 Dyn 
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aaBübt; der DimeDBion nach wird das magDetiscbe Qaantam gleich 
dem elektrischen, d. h. 

nt = [LTjfl7-i]. 

Ferner hat die Uebereinstimmung in den Kraftgesetzen zur Folge, 
dals man sich zur Beschreibung des magnetischen Kraftfeldes wie 
in der Elektrostatik zweckmäTsig einer Potentialfunction bedient, 
deren negativ genommene Differentialquotienten nach den t^cht- 
winkligen Coordinaten die Compooenten der auf die Einheit des 
Magnetiamas ausgeübten Kraft angeben. Alle Sätze über den Zu- 
sammenhang ihrer Differentialqnotienten mit der Raum- und Flächeo- 
dichta der Ladung lassen sich ohne Weiteres übertragen; speciell 
gilt im ladungs&eien Banme fUr sie die Differentialgleichung: 

J<p = 0. 

Dennoch tragen die Oleichungeu des statischen magnetischen 
Feldes ein ganz anderes Öepräge, als die der Elektrostatik. Denn 
zwischen beiden Gebieten besteht der grandlegende Unterschied, dals 
wir die entgegengesetzten magnetischen Quanten nicbt wie die elek- 
trischen beliebig weit von einander trennen k&nnen; jeder Körper 
enthält vielmehr genau ebensoviel positiven wie negativen Magne- 
tismus; auch die weitgehendste Zertheilung eines Magneten liefert 
immer nur StUcke, welche selbst vollst^dige Magnete mit der Gle- 
sammtladnng Null sind. Es giebt keinen Körper, in welchem der 
Magnetismus so frei beweglich wäre, wie die Elektricität in einer 
leitenden Substanz. Dies zwingt uns zu der Vorstellung, dafs die 
Beweglichkeit, welche wir dem Magnetismus zuschreiben müssen — 
andernfalls würden sie sich in einem Anfangs nicht magnetisirten 
Körper dauernd neutralisiren — nicht über molekulare Entfernungen 
binansreicht, dafs also schon jede Molekel ein vollständiger Magnet 
mit der Gesammtladuug Null ist. 

Entsprechen so alle magnetisirbaren Körper den Dielektriken, 
so giebt es doch auch bedeutsame Unterschiede zwischen ihnen. 
Dafs manche Körper, die sogenannten diamagnetischen, weniger 
magnetisirbar sind, als der leere Baum, wurde schon in der Ein- 
leitung erwähnt; das elektrische Analogon hierzu fehlt. Erheblicher 
noch ist es, dafs es Substanzen giebt, welche die einmal angenommene 
Magnetisirung dauernd behalten, während die elektrische Polarisation 
eines Dielektrikums, wenn auch nicht immer gleichzeitig mit ihrer 
Ursache, so doch bald nach ihr aufhört; der gehärtete Stahl ist der 
Typus einer der permanenten Magnetisirung fähigen Substanz. Die 
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Theorie dieser pennaBenten Magnete ist ee, die wir zaerst besprocheQ 
wollen; von allen temporär magnetisirbareii Körpern nehmen wir 
deshalb Torläofig an, dals sie sich in praktisch unendlich grofaer 
ElatfemoDg befinden. 

Wir beginnen mit der Aufstellung der Fotentialfnnction eines 
magnetischen Dipols; denn dieser spielt in der Lehre vom Magne- 
tismus als das einfachste ModeU der magnetisirten Molekel dieselbe 
grundlegende Kolle, wie in der Elektrostatik die PnnktladuDg. Er 
besteht aus zwei entgegengesetzt gleichen Panktladnngen ± m, von 
denen die negative die Coordinaten x, y, z, die positive die Coordi- 
naten x + dx, y + dy, z + dx hat; seine Potentialfonction ist die 
Samme der Potentialfiinctionen dieser Fnnktladongen. Versteht man 
anter r die Entfernung des Punktes x, y, » Tom Punkte |, ^, ^ so 
ist sie im letzteren 



oder wenn man den zweiten Term gleich 
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lassen sich hier als die Componenten eines Tectors auffassen, dessen 
Gröfse man durch Mulüplicstion von m mit dem Abstand dl der 
Pnnktladungen findet and der in der Sichtung mit dl zusammen- 
fällt; man nennt ihn das Moment 3H des Dipols. Die Potential- 
fonction bestimmt sich aus ihm nach der Formel 

fli ai ai 

oder, da 

A - SK cos (a;, Ä/), (i=» a)lcOB{y, lil), » - 9Äcos(«, rfQ 
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and 

4 4 4 

-j^co8(jiii)+ -g^a>a{s, dl) + -g^oKlz, dl) 



ai^ .i^ sL ai 

r dx T dy r dx r 






setzt man andererseits in (190); 

*7 1 är 1 , ^ 

eto. (r ist dabei als Tom Punkte |, 11, ^ nach dem Punkt« x, y, x 
weisend angenomiaen, sonst erhielte cos (r, x) etc. das eotgegen- 
gesetzte YorzeicheD], so folgt 

y _ j-[Acos(r, a:) + /*C0B(r, y) + »'COs(r, »)]. (190 b) 

Liegen mehrere Dipole so nahe bei einander, dals die Diffe- 

4 4 4 

rentialquotienten -= — , -= — , -= — für alle denselben Werth haben, 
^ dx ' dy dx * 

so erhält man ihre Potentialfunction, wenn man in (190] X dorch 
2X etc. ersetzt Diese Voraussetzung ist nun von den Molekeln 
erfüllt, welche in einem Yolumelement dxdydx eines permanenten 
Magneten liegen; auch dies wirkt nach AuTaen wie ein einzelner 
DipoL Durch Integration Über das Yolomen der Magnete findet 
man hieraus seine Potentialfunction. Nun sind aber nach der bis- 
herigen Definition die Momentcomponenten Jl, ^, v in den Molekeln 
TOn Nnll yersohieden, in den Zwischenräumen aber Null, also un- 
regelmäfsig und sprungweise sich ändernde Functionen des Ortes, 
deren Beibehaltung nicht nur zu grofsen analytischen Schwierigkeiten 
fuhren wQide, sondern auch schon ans dem Grunde unmöglich wäre, 
weil man ja nie die Yertheilung der Molekeln und das Moment einer 
einzelnen beobachten kann. Beobachtbar ist nur die vectorielle 
Summe der Momente vieler Molekeln; da im homogenen Körper nah 
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benachbarte Volamelemente gleichberechtigt sind, so ist diese zn 
dem Yolnmelement, tlber dessen Molekeln wir snmmiren, propor- 
tional, d. h. wir küonen ihre Componente gleich Arfaidydx, (tdxdydx, 
vdxdydx setzen. In dieser neaen Bedentang sind X,(i,v die Com- 
ponenten eines als MagnetisimDg bezeichneten Tectors a, sie sind 
stetige und differenzirbare Functionen des Ortes, abgesehen von 
UnBtetigkdtsflächen, wie z. B. die Oberfläche eines permanenten 
Magneten eine ist Die Fotentialfunction eines Volnmelements 
ist dann 

und die d^s ganzen Magneten 



'-IJI\ 



^^i'sir+'-ä^l'"""""'- ('"' 

Diese Gleichnng lälat sich nach dem znm Beweis des Gbeek'- 
Bchen Satzes (§ 21) benutzten Schema durch partielle Integration 
umformen; nehmen vir an, dafs im Inneren des Magneten keine 
UnstetigkeitsSäche liegt, dafs er also nicht aus verschiedenen, erst 
nach der Magnetisirang zusammengefegten Stücken besteht, so ist 
seine Oberfläche die einzige ünstetigkeitsfläche und es bezieht sich 
in der so entstehenden G-leichnng 



-Ilf 



ji-Si + ei + Sil""""" 



-m 



(191a) 



[J.COB (»,, x) + ficos (Hj, y] + »cos (»„ *)] 1 



das Flächenintegral nur auf diese. Im Allgemeinen mOfste es über 
alle ünstetigkeitsflächen so gebildet werden, daTs die Magnetiairung 
der beiden an einander stofsenden Körper berücksichtigt wird. Das 

Auftreten des Factors — zeigt, dab der Magnet äquivalent ist einer 

magnetischen Ladung von der rtlumlichen Dichte 

') n', die Raomdlchte der, wie wir ipSter sagen werden, echeinbareu 
magneti gehen Ladung darf nicbt mit ji, der y-Componente der Magnetisirang 
Terwechaelt werden. 
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and der Flächeiidichte 

m' ~ — lXooa{n^x) + |UC09(O(y) + jf(co8n,«)] =— ff„^, (192a) 

wenn a. die Componente des Yectors a in Bichtung der inneren 
Normale bedeutet; diese Bezeichnangsweise wollen wir im Folgenden 
zur Abkürzung der Formeln beibehalten. Der G^sammtbetrag dieser 
Ladung fOr den ganzen Magneten ist Null, da nach dem GADSs'scben 
Satz 

ist; für einen Tbeil des Magneten ist er aber natürlich im Allgemeinen 
von Null Terschieden, doch wird er beim Zerbrechen des Magneten 
fOr jedes Stück wieder Null, weil dann die Bmchfläche einen vorher 
nicht auftretenden Beitrag zum Oberfläcbenintegral der letzten Glei- 
chung liefert Wegen dieses Unterschiedes gegen das Verhalten der 
elektrischen Ladungen, die wir bisher kennen gelernt haben, be- 
zeichnet man die letzteren als wahre, die ersteren aber als schein- 
bare, d. h. durch die Magnetisimng vorgetäuschte Ladungen. Nach 
(191 a) spielen die acheinbaren Ladungen aber für die Potential- 
fuQction dieselbe Bolle, wie die wahren Ladungen der Elektrostatik, 
d. h. es bestehen nach (69) und (69a] die Beziehungen: 

■ -^-^---(a^ + l + S) (-) 

welche sich, da die Componenten der magnetiBchen Kraft 



(19Sa) 



dx ' dy ' dz 



sind, auch in die Form 



—di + d~y + öi ^' ^'^^"J 



\ (193 c) 



(£,+4«AJcoB(n,,a!)+{3^+4«^Jco3(n,,y)+(Ä;+4«Fjcos(n,,i6) 
+ /,, coB (n„, x) + M^ C08 (n„, y) ■¥ N^ cos (»,, x) = ' 

bringen lassen. In der letzten Gleichung könnte man zu L^, M^, N^ 
noch 4nJl,, 4«/i„ 4ni', hinzuaddiren, da diese drei Tenne Null 
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Biad. Nun sahen wir in § 24, dafs die Eiinheits^den, welche das 
«lektriache Kraftfeld darstellen, nur dort Endpunkte haben, wo elek- 
trische Ladungen liegen, wo also entweder die tänmliche Dive^enz 
der elektrischen Kraft, 

dX dY dz ^ 

dx dy dz 

oder die Flächendivergenz 

X(008(M,a;)+ TfO/Oi^n^y) + 2icoe(nj*) 

+ X^coi{n^x) + r^C08(»_,y) + Z^co8(n^») ■■ 4nfl . 

Ton Null Terschieden ist Nach (193 b) und {193 c) aind aber räum- 
liche und Flächendiyergenz des Yectore mit den Componenten 
L + ink, if+4n/t, N -\- ^nv stets Null, die den Verlauf dieses 
Yectors darstellenden Einbeitsröhren laufen also immer in sich 
selbst zurUck. 

Nach (191) ist die Potentialfdnction and damit das den Magneten 
umgebende Kraftfeld durch die Uagnetisirung eindeutig bestimmt. 
Dagegen ist es nicht möglich, umgekehrt aus der Kenutnils des 
Kraftfeldes im Äufsenraum die M^netisirung zu ermitteln. Nicht 
einmal auf die Tertheilnng der scheinbaren Ladung läfst sich zurüok- 
scbliefsen. Denn es giebt zu jeder i^unilicben Ladung mit der 
Dichte ju' im Inneren eine Oberflächenbelegoug, welche ihre Wirkung 
nach Aufsen gerade aufhebt; nach (89 a) ist: 

(p ^ j i j Uft' dxdydx 

U ist die G-BEBK'scbe Function) die Potentialfiuictioo, welche im 
Inneren der Forderung 

Jtp = — 4ä//' 

genflgt und im ÄufBenranme ist; 

1 da, 

m = — -=-i- 

4 91 on^ 

ist also die Dichte jener Oberfiächenbelegung. Der Q^sammtbetrag 
dieser Ladung ist 
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[nacli dem GACsa'schen S&tze); sie kann also bei einem Magneten 
aoftreten, der dann nach Anisen überhaupt nicht wirkt Fügt man 
sie za einer achon vorhandenen Ladung hinzu, ao ist dies aniäer- 
halb des Magneten nicht zu bemerken. Aber selbst wenn 

(dX , dft , dv\ 



bekannt w&re, so reichte dies noch nicht zur Bestimmang der 
MagnetisirungBcomponentes X, fi, v hin. Die elektrische Feldst&rke 
ist zwar eindeutig bestimmt, wenn ihr aufser der Divei^nz — y,' 
in einem geschlossenen Baume vorgeschrieben ist, dafs sie aulser- 
halb dieses Eanmes Null sein solL Die Qleicliang 



tp ™ j j jü ft'dxdyä» 



giebt nach (89 a) ihre Potentialfanction an. Die Magoetieirung leitet 
eich aber nicht aus einer Potentialfunction ab, vielmehr können die 
sie darstellenden ,,MagDetuimngBlinien" alle in eich geschlossen sein, 

so dafs ihre Divergenz -= 1- -^ + -=— ebenso wie die Flächen- 

* dx dy d» 

direi^enz «r, verschwindet Sie veranlaXst dann nach (191a) weder 

innerhalb noch au&erhalb des Magneten eine magnetische Kraft, 

nnd ihr Hinzufügen zu einer anderen schon vorhandenen Magneti- 

sirung läfst sich durch Untersuchung des Kraftfeldes nicht erkennen. 

Wie sich beim Zerbrechen eines Magneten seine scheinbare 
Ladung ändert, so auch, wenn man in ihn einen Hohlraum bohrt; 
denn auch dabei entstehen neue Grenzflächen, In dem Hohlräume 
wird also im Allgemeinen eine andere Feldstärke herrschen, als 
vorher an dem entsprechenden Platze. Wir wollen diese Frage nur 
Air den einfachsten Fall behandeln, dafs das ausgebohrte Yolumen 
so klein ist, dafs man in ihm die Magnetisirung als nach Gröiäe 
nnd Sichtung constant betrachten kann, und daXs es die Form eines 
Cylinders hat, dessen Krzeugenden in der Richtung der Magnetisirung 
liegen. Wir legen die x-Aze parallel zu dieser Richtung. 

Wir verfahren zu diesem Zwecke so, dals wir von der Fotential- 
fiinction q> dea ursprünglichen Magneten die des ausgebohrten Cylin- 
ders abziehen. Zu ihrer Berechnung brauchen wir weder die 
Yolumenladnng des Cylinders zu berücksichtigen — denn sie äuisert 
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nacb § 11 auf die Krail keinen endlichen B^infloä, wenn der 
Cylinder nnendlich klein ist — noch den Gylindermantel, da an 
ihm (T^ » ist Nach (191a] ist sie also 



-ir^'-r-ifi^-m} 



wo die erste Litegration über die dem kleineren Werthe Ton x ent- 
sprechende Gtrnndääche, die zweite über die dem grölseren Werthe 
Ton X entsprechende auBznftlbren ist Ist der Oylinder fadenfSimig 
lang gestreckt, so wird das magnetische Qoantom ^TJjdg so klein, 
dafs beide Integrale and damit ip* nnr in der nächsten Umgebung 
der beiden Flächen von Null Terscbieden sind. Im entgegengesetzten 
Grenzfalle eines äufserst flachen, scheibenförmigen CyUnders ist tp* 
die Fotentialfiinction zweier unendlichen, entgegengesetzt gleich mit 
der Flächendichtfl <t geladenen Ebenen, wenn man die Betrachttu^ 
auf solche Punkte beschi^nkt, welche Tom Mantel des Cylinders 
genOgend entfernt sind. In üebereiustimmnug mit §§ 19 nnd 47 
sieht man unmittelbar, dafs der Ansatz 

q}* ~ 4nax + const im Innern des Gylinders 

<p* = const im Aulaenraum 

sowohl der Gleichung Jyi* = aia den Grenzbedingungen an den 
geladenen Platten 

genOgt Die im Hohlraum herrschende Potentialfanction ist also 

(p -- if)* = fp — 4ijtax — const , 
so daJs die x-Componente der magnetischen KraA: im Hohlraum 
um 4 n (T gröfser ist, als an derselben Stelle, bevor er gebohrt war. 
Bei anderer Form des Hohlraumes findet man andere Wertbe 
für diesen Znsatz. 

§ 50. Angenäherte Darstellung des Kraftfeldec In der 
Umgebung eines Magneten. 

Setzt man in (191a] das magnetische Qnantum —a^da oder 

- t + Ä^ + ^H^'^s"^* 
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gleicli dm, ao geht diese Gleichung über in 
'"dm 



-/- 



wo r den Abstand des Quantums dm vom Punkt |, 17, ^ also 
J_ 1 

ist. Wir verlegen nun den Coordinatenanfang in's Innere des 



Potenzen tod x, y, x 



r-=^ + 



' + \-s:r y + 



(194) 



coDvergirt tüi alle Punkte f, «7, ^ für welche 

i' + ^' + C'>x' + 9' + x'. 

ist, und zwar am so schneller, je grCfser f + v' + ^ ist. 

Diese TATLOs'sche Reihe ist nämlich ihrem Inhalt nach gleich- 
bedeutend mit der früher abgeleiteten Gleichung {159c) auf S. 199. 
Wir braachen dort nur R^ und R^ mit den beiden Strahlen za 
identificiren, welche hier vom Nullpunkt nach den beiden Funkten 
X, y, X und |, f}, ^ ftihren. Dann wird der Cosinus des Winkels 
zwischen beiden Strahlen — das ist die Variabele [i der Eugel- 
ftinctionen Pg^o — 

i^i + yv + «^ 
" ikÄ 

Die Kugelfunction Pa,o ist ganze Function Qten Grades von pt mit 
entweder nur geraden oder nur ungeraden Potenzen. Sie kann daher 
umgeformt werden in einen Bruch, dessen Generalnenner S^* R^* heifst, 
während im Zähler wegen Rj* = a^ + y' + x' eine ganze Function 
aten Grades der drei Yariabelen x, y, x auftritt, deren CoefGcienten 
aus den |, ij, C zusammengesetzt werden. Nennen wir diese ganze 
Function ö^ (x, y, x), so heilst das allgemeine Glied der Reihe (ISÖc]^ 
nachdem man noch den Factor R^ von links nach rechts io den 
Nenner gebracht hat, 

Ri' 0>{x,y,x) 
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Die ganze Schaar der hieraae entetehendeo Glieder kann mao nach 
steigenden Potenzen und Froducten toq x, y, x ordnen und erhält 
Bomit eine Entwickelung Ton 1/r, welche mit der hier inGleichung(194) 
angesetzten Seihe identisch sein mais. Da nun jene Beihe für 
ü^ > ^ absolnt couTergirt, so thnt das auch unsere Beihe (194). 

Die Beihe, die man durch Substitution von (194) in ip = j ~ 

erhält, lautet w^en j dm = 






und convergirt aufserhalb einer Kugel um den Coordinatenanfang, 
welche den Magneten gerade eben einscblierst 

Der Vergleich tod (194] und [190] zeigt, dafs der Magnet, soweit 
hier nur die Gtlieder erster Ordnung in Betracht kommen, einem 
Dipol äquivalent ist, dessen Moment 31V die Componenten \xdm, 
fy dm und jxdm hat Man nennt 3)1 das Moment dea Magneten. 
Es ist Ton der Wahl des Goordinatenanfangs unabhängig, denn eine 
Parallelverschiebung des Axenkreuzee vet^dert die Coordinaten nur 
um gewisse additive Conetanten a, b, e, so dais an die Stelle des 
Integrals Ixdm 

\{a ■\-x)dm= jxdm etc. 

tritt. Dagegen verändert eine Drehung dea Azenkreuzes die Wertho 
der drei Componenten. Legen wir z. B. — das ist das Zweck- 



(196) 
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mäfsigste, veil sidk dann (19S) iresentlich vereinfacht — die ;^Aze 
in die Bicbtoag des Moments fßt, so -wird 

Jlrrfm = 3», J3dm=jxdm~0 (196) 

und die Potentialfunction redncirt Bich in den Qliedem ereter 
Ordnung auf den zu (I90a) analogen Ausdruck 

4] 

Natürlich kann auch 3)1 gleich Nnll sein, z. B. wenn man zwei 
Magnete von gleichem Moment so auf einander legt, dafs ihre Momente 
entgegengesetzte Richtungen erhalten. Dann wird die Bestimmung 
der Lage der x-Axe hiniällig, doch schlieisen wir diesen Fall hier 
Ton der Betrachtung aus. 

Wir wollen nun des Weiteren die Lage des Azenkreuzes so 
wählen, dals Gleichung (195) auch in den Gliedern zweiter Ordnung 
eine möglichst einfache Gestalt annimmt Zunächst setzt eine 
Farallelverschiebung an die Stelle von fx'dm, fxydm imd fxxdm 
die Integrale 

j(fl+ x)*dm = a*jdm + 2ajxdm+ jx'dm 
Ua + x)(b + y)dm •= abCdm + a/yrfm + bjxdm + jxydm 
Ua +'x)[o + z)dm = aefdm + ajzdm + ojxdm+ fxxdm, 
welche sich nach (198) und wegen (dm = auf 

bm+fxydm, 
eWl + fxxdm 

rednciren. Wir bestimmen nun die Constanten a, b, e so, daJs diese drei 
Ausdrucke rerschwinden. Dadurch ist der Goordinatenanfang in den 
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sogenannteii Mittelpunkt des Magneten verlegt nnd ee sind in (195} die 

L-L\ /ä-i) /ä.i) 

Coef&cienten von l - „ 1 , -^ — 5- 1 , I ^ — :r- 1 zt^Jd Verechwinden 

\ öa:* /, [axoy]^' \dxdxj^ 
gebracht 

Jetzt hat naser CoordinateoBystem nnr noch einen Freiheitsgrad, 
die Drehung um die ^Aze. Drehen wir es nm den Winkel a, so 
treten an die Stelle tod y und x die oeaen Coordinaten 

y' = y COS a 4- ^ Bin a 
x' — — ysin (ü + «cosa 

nod ee wird das an die Stelle tob lyj^dm tretesde Integral 

itf^dm = -3- sin 2a j {»' — y*) dm + cob2 a 1 yxdm . 

Durch passende Wahl von a läfst sich also auch der Coefficient 

|. 

zweiter Ordnung nur übrig bleibt 



YOn 1-g — 5-I in (1951 zu Null machen, so dafs von den Oliedem 

\dy axj^ ' 



*' r, r r r. 



Dafür ist aber jetzt anch das Coordinatens^mtem Tollkommen fest- 
gelegt. 

Doch aach diese Glieder Terschwinden häufig; z. B. venn der 
Magnet zu seiner Mittelebene (der y-x-Ebene unseres Axenkreuzes) 
BTmmetrisch nnd so magnetisirt ist, d&fs jeder Xiaduog dm im 
Fonkt X, y, % die Ijadung — dm im Punkt — x, y, x entspricht. 
Aber auch wenn diese Forderung nicht streng erfQllt ist, kann man 
in dem praktisch wichtigsten Fall des stabförmigen Magneten die 
das Quadrat der Querdimensionen enthaltenden Integrale [y^dm 
und jx'dm Temachlässigen. 

Unter derselben Voraussetzang kommt fOr viele Zwecke von 
den Qliedem dritter Ordnung nur das allein von den Längsdimeusionen 
abhängige, 

H. T. Bautma-Tx, TtMOrsi Fhjnlk. Bd. IV. 11 




in Betracht; innerhalb der Frenzen dieser Annäherung ist also 

T\-d-lP"' (196.) 

Denken wir ans andererseits in zwei Punkten der z-Axe, welche 
Tom Nnllponkt die Entfemtuigen ± -^ haben, zwei magnetische 
Qnanten ± tn angebracht und w&blen m und l so, dals 
ml -3» 



ml -SN I 

ml''=ifx'dm ] 



(185b) 



wird. Die Potentialfiinction dieser FankÜadangen wird dann, wenn 
wir mit r^ und r_ den Abstand der beiden Pnoktladongea TOm 
PtaM |i Vt ? bezeichnen und nach (194) 




stimmt also innerhalb der in (195a) erreichten Annäherung nach 
(195 b] mit der des Magneten Qberein. Die Orte dieser PonkUadangen 
bezeichnet man als die Pole des Magneten; ihre Entfernnng toq 
einander, welche nach (I95b) den Betrag 



'■^ 
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hat, ist erfahrnngsgemäfa meiBt \ der Stablftnge. Ihre Bedeutmig 
tmterliegt aber denselben Kinschränkangen wie die Qttltigkeit der 
Qleichnng (ld5a). In Strenge lälst sich der Magnet nicht dorch erie 
ersetzen. 

Setzt man in (195a) nach (19Sb) 



Jx'dm^^mP 



in den Coordinaten des Panktes |, ^, ^ ans, so findet man 



hieranB bei^cboen sich die EraftcompoDeQteii 






ssül 












(i960) 



(197) 



In erster Äim&heraQg, d. h. sofern der Magnet als Dipol (l « 0) be- 
trachtet werden kann, ist 



L. 



,i± 



,1L. 



(197i>) 



Es BaperpoDiren sich in groFser Entfemimg Tom Magneten also zwei 



gegengesetztd Richtung hat, während die andere die Intensität 5iBt ^ 
besitzt nnd je nach dem Vorzeichen yon | vom Mittelpunkt der 
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Magneten fort oder nach ihm hinweist Für sp&tere Zwecke foiiren 
wir hier noch die Kraft an, welche einerBeits in der Mittelebene 
der Magnete (f — 0), andererseits in seiner Aze {tj b, ^=*0) herrscht ; 
nach (197) ist in Punkten der erateren 

L -^(l_|-^), J(_o, N.O (197b) 

in Pnnkteo der letzteren 

L = 2~n + --^], Jf-0, Jf-O. (1970) 



% 51. Das magnetische Kraftfeld der Erde und seine Messung. 

Eng verknüpft mit dem magnetischen Moment ist das Dreh- 
moment, welches der Magnet im homogenen Kraftfeld erfährt. Als 
ein solches ist z. B. das des Erdmagnetismus zn hetrachten; denn 
es Tetlndert sich in dem von experimentell brauchbaren Magnetr 
Stäben eingenommenen Raum nicht merklich. Hängen wir den Stab 
um eine vertikale Axe drehbar so auf, dafs seine magnetische Aze 
in der horizontalen x-^Ebene liegt und mit der z-Axe, die wir in 
die Kichtung der Horizontalcomponente T der erdmagnetischen Eraft 
legen, den Winkel a bildet, so erleidet er das Drehungsmoment 



- TJ'ydm = — rSKsin« 



(siehe Band I dieser Vorlesungen, g 46], denn Tdm ist die am Ort 
von dm angreifende und in der z-Bichtung wirkende Kraft, nnd 
jydm die ^Compouente des magnetischen Moments SDt Der Magnet 
bleibt in Ruhe, wenn a = 0, wenn also seine magnetische Axe mit 
der Richtung ron T zusammenfällt Dies dient zur Definition des 
Torzeicheos einer magnetischen Ladung; als positiv bezeichnet man 
die Ladung des Poles, welcher in unseren Breiten ungefähr nach 
dem geographischen Nordpol weist 

Ist £ das Trägheitsmomeot des Stabes, so erfährt er die Winkel- 
beschleunigung 

rf«a rm . 

■ -■ - - = i, - sm a. 

dt' R 

Dies ist aber die in Band I dieser Vorlesungen § 28 anefohrlich 
discntirte Differentialgleichung der Pendelschwingungen. Wir ent- 
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nehmen jener Besprechung das Resultat, daTs der Stab Schvingangen 
nm die Knhelage a = auBfQhrt, deren Periode bei kleiner Am- 
plitude 

ist Das ReibungBglied, welches in der DifferentialgleichuDg wegen 
des Loftwiderstandes und anderer Störungen eigentlich hinzagefttgt 
werden mUlste, ändert nichts daran, da ee sehr klein ist und 
nach Band I § 82 nur quadratisch in die Formel für die Periode 
eingeht 

Gleichung (Id7d) setzt uns in den Stand, die Eorizontal- 
intensitlLten an verschiedenen Orten der Erdoberfläche mit einander 
zu yergleichen, indem man die Schwingnngsdaaer desselben Mag- 
neten an ihnen bestimmt; es ist dann 

TTT _J_-J— i-.... 

Dies älteste, auf Hühboldt zurQckzufÜhrende Ter&hren leidet aber 
an der Ungenauigkeit, dafs sich ein Magnet nicht unvei^ndert über 
gröfsere Strecken transportiren lä&t; und da die erdmagnetische 
Kraft an einem and demselben Ort zeitlich nicht genau constant ist, 
kann man audi durch ControllTersuche nach Bückkehr zur Ausgangs- 
station diesen Fehler nicht eliminiren — ganz abgesehen davon, 
dafs er für T keinen absoluten Werth liefert Ton beiden üebel- 
ständen ist die GAUss'sohe Methode frei, da sie Über das Moment 
des Magneten nichts voraussetzt, sondern es im Oegentheil jedesmal 
mitbestimmt 

Qleichung (197 d) enthält das Prodnct TliSt, aber aufserdem noch 
das Ti^heitsmoment R. Man eliminirt das Letztere durch Anstellung 
eines zweiten Versuchs mit demselben Magnetstab, nur dafs zuvor 
das Trägheitsmoment in berechenbarer Weise verändert wird. Dazu 
sind auf dem Magnetstab zwei Messingringe von gleicher Masse p 
verschiebbar angebracht. Ihre Schwerpunkte befinden sich das erste 
Mal im Abstand Oj , das zweite Mal im Abstand a, von der Drehungs- 
axe. Ist Q das Trägheitsmoment eines Eiliges am seinen Schwer- 
punkt, so ist bei dem ersten Versuch das Trägheitsmoment der 
Binge nm die Drehungsaxe nach einem bekannten Satz der Mechanik 
(Band I dieser Vorlesungen, p. 173ff.). 

2i(>+pa,'). 
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beim zweiteD Versuch 

nm 

wird demnach das lUgheitsmomeot durch die VerBchiebnDg geändert, 
so dafs beim zweiten Versuch die Periode der Schwingnng 



•f 



+ 2p(V-a,') 



ist Hieraus und ans (197 d) kaim man nach Elimination tod B das 

Product r3R berechnen- 

T 
Nun kann man aber auch das Verldltnifs •==■ bestimmen, indem 

man eine horizontal aufgehängte Hagnetnadel zugleich der Wirkung 
des Erdfeldes und des Magneten aussetzt Wir wollen sie als so 
klein Torauasetzen, dafs auch die von dem letzteres ansgehende Kraft 
^ngs ihrer Ausdehnung als constant betrachtet werden kann; dann 
giebt die Bichtung ihrer magnetischen Aze in der Ruhelage die 
Bichtung der Resultante aus den Horizontalcomponenten der Ton 
der Elrde und dem Magneten ausgeObten Kräfte. Legt man nun 
den Magnet in die Entfernung r nordwärts [längs des magnetischen 
Meridians gemessen] von ihr, mit von Osten nach Westen ge- 
richteter Aze, so rührt von ihm nach (197 b] am Ort der Nadel die 
TOn Westen nach Osten weisende Kraft 

an /, S l'\ 



her. Ist a der Winkel, am welchen die Nadel dnrdi sie aus dem 
magnetischen Meridian abgelenkt wird, so Ist tg a gleich ihrem Ver- 
haltnifs zu T, also 

Fuhrt mau die Messung &a zwei verschiedene Entfernungen r aus, 

so kann man unter Elimination des unbekannten Polabstandes l das 

T 
Yerhältnils -^ , and da das Product TM schon bekannt ist, T and 3R 

einzeln im absoluten Maais bestimmen. Natürlich kann mau den 
Magneten auch östlich oder westlich von der Nadel mit von Osten 
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nach Weaten veiseoder Äxe an&tellen, dann gilt n&ch (197 c] ftlr 
den Ablenknngswinkel a die CHeidtimg 



tg« = 



2 r»y 



Diese ErtrteniQgen enthalten natfirlich nur den Gh'andgedanken 
der GADSs'echen Methode. Bei der AuBfUhrang der Versuche bedarf 
es einer viel grßfseren Anzahl Ton Messougen, um z. B. die Dn- 
sicherheit aber den Ort des Mittelpunktes nnd die Lage der Axe 
des Magneten, die die Messung des Abstandes r beeintilchtigt^ 
eventaell anch den EiDflaTs des Polabstandes der abgelenkten Magnete 
nadel nnd Aehnlicbea zu eliminireii. 

Historisch sei en^hnt, dals Gauss an derartigen Ablenkungs- 
versuchen bestätigte, dafe die magnetisdte Kraft einer Punktladung 
dem Quadrat des Abstandes umgekehrt proportional ist, indem er 
sie unter Yoraussetzung des allgemeineren £raitgesetzes 



discutirte und zeigte, dafs sich die Beobachtungen nur mit der An- 
nahme n = 2 erklären lassen. 

Nicht nur ein theoretisches, sondern auch ein erhebliches 
praktisches (nautisches) Interesse bat die Frage, wie man aus der 
Bestiinmung der G-röfse und Bichtung der EorizontalinteuBit&t an 
einer Anzahl von Beohachtungsstationen den Verlauf der Kraftlinien 
an der ganzen Erdoberfläche finden kann. Zu diesem Zweck be- 
nutzen wir die Darstellung der Fotentialfunction durch eine nach 
Kngelfiinctionen fortschreitende Reihe. Dabei denken wir die Erde 
als Kugel vom Badins R\ mit 17 bezeichnen wir die ge(^aphische 
Länge, mit & die Poldistanz vom Nordpol und mit ^ ihren Cosinus ; 
nach (150) gilt dann längs der Erdoberfläche 

^ = 2 2^n,«y'l^/*'"(^B,*oosm»/ + fl,i,„8inmi)). 

Im Gegensatz zu (150] brauchen wir hier nur von n => 1 an zu 
snmmiren ; denn das dort auftretende Glied mit n » erhält den 

Factor — , wenn man die Function q> für einen Punkt aufserhalb 

der Kugel berechnet, deutet also auf eine Ton Null verschiedene 
magnetische Gesammtladung hin, die nicht vorkommen kann. Eine 
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VerBctüebang des Punktes 17, & längs des geographiscIieQ Meridians, 
welche die Poldistanz um tj Rändert, ist gleicht tfd-; die Potential- 
functioD ändert aich dabei um 



der Factor der Verschiebung Rd& nrnfs aber, negativ genommen, 
die in Bichtung von d& liegende Eraftcomponente 6 sein; also ist 



Die Verschiebung des Punktes &, «; längs des Breitenkreises beträgt 
Bna&dr), wenn 17 dabei um d 11 wächst Wir schlieTsen daraus, dofs 



die in Bichtong des Breitenkreises wirkende Componeute der erd- 
magnetischen Eraft ist. Fährt man in der Eeihe fär ^ diese 
Differentiationen aus, so erhält man, da 

int, 

• ( J„, w cos m 1? + Sa, „ sin Ml Ij) 

H=^'^ ij^mP„.n,yi-/*»"~^(^i,«sinin*;-B,,BC08infl). 

Berücksichtigt man hier nur eine endliche Anzahl tod Gliedern, so 
kann man ans der Eenntnils von @ und H an der gleichen Anzahl 
von Beobacbtungsstationen ihre Coefficienten ^n, u und B„^ ^ bestim- 
men. Die3 fllhrt natflrhch auf weitläufige Eliminationsreclmungen. 
Die Gheder, für welche n — 1 ist, ei^eben für die Potential- 
fdnction aufserhalb der Erde den Term 

-j- {Jj^ cos ^ 4- ^jj sin ö- cos )? -|- B,i sin ^ sin ij) ; 

in hinreichend grolser Entfernung überwiegt er die anderen, welche 
wie -j etc. abnehmen. Wie aus dem Vergleich mit (190b) hervor- 
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gellt, stellt er die PotentialfUnctioD eineB Dipols dar, dessen Uoment 
die Componenten S^ -^q, -B'-^u -B*-^! hat; denn es ist 

— co8(r,a!) = cosi?', — co8(r,y}=«8ini9-coei;, — C08(r,») =: sin •9' sin (7. 

Nach G-Atjss ist sein Werth so grofa, wie wenn sich in jedem Kuhik- 
meter der Ekde acht maximal magnetisirte einpfOndige KagnetstlLbe 
alle zn einander parallel beiden. Ueher die thateächliche Maguett- 
Birong soU damit natürlich nichts gesagt sein; diese läfst sich bei 
der Erde ebenso wenig wie bei jedem anderen Magneten durch Be- 
stimmung des umgebenden Kraftfeldes ermitteln. 



% 52. Allgemeine Theorie der Dielektrlca and temporär 
magnetischen Körper. 

Im Anscblufs an die Theorie der permanenten Magnete ist es 
ein Leichtes, aach die dielektrisch und magnetisch erregbaren Körper 
in den Kreis der Betrachtang zu ziehen; denn die grundlegenden 
Begriffe sind trotz der verschiedenen Benennungen in diesen Ge- 
bieten der Theorie defswegen die gleichen, weil die Elektricität in 
den Dielektriken ebenso nur innerhalb der Molekeln beweglich ist, 
wie der Magnetismus. Definiren wir den als dielektrische Fokri- 
sation bezeichneten Vector a mit den Componenten l, m, n dahin, 
dab Idx dydx, mdxdydx, ndxdydx die Componenten des reaul- 
tirenden elektrischea Moments aller im Yolumelement dxdydx 
liegenden Molekeln ist, so ist entsprechend der Gleichong (191) 



-///l 



+ m^-\-n~\dxdydx (198) 



die Potentialfiinction der Tom Dielektricum ausgebenden elektrischen 
Klüfte. Wir können also das Folgende, obwohl wir durchgängig 
Ton Dielektriken reden wollen, unmittelbar auf magnetisirbare Körper 
übertragen ; wo sachliche Unterschiede vorliegen, werden wir sie be- 
sonders herrorheben. 

Die Componenten l,m,n der Polarisation sind wie die Hagneti- 
sirungscomponenten X, ii,v stetige und differenzirhare Functionen des 
Ortes, nur an den Berührungsääcben Terschiedener Körper sind sie 
im Allgemeinen unstetig. Nehmen wir in (198) die von (191) zu 
(191a) fahrende partielle Integration ror, so mQssen wir im Gegen- 
satz zu dem Früheren die Möglichkeit in's Auge fassen, dab auf 
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beides Seiten einer ünsteti^eitsääcbe PolarisatioD Torhanden ist 
Dann findet man an Stelle von (191a) die Gleidinng: 

Die PolarisatioQ des Bielektricnms t&usdit also eine Ladnng Ton 
der Banm- und Flächendicbte 



Tor. Mao bezeichnet sie irie die entspreohende Ladung eines Mag- 
neten als scheinbare Ladung. Daneben kann aber noch eine wirk- 
liche Ladung bestehen; die älteste Erfahrung auf dem Gebiete der 
Elektricität ist ja die, daTs sich zwei in innige Berührung gebrachte 
(geriebene) Isolatoren entgegengesetzt laden. Sie ehalten dabei 
eine Fläcbenbelegung. Diese als zugeleitete oder wahre Elektridt&t 
bezeichnete Ladung kann aber auch in das Innere dringen und sieb 
dort räumlich vertheUen; denn es giebt keine scharfe Trennung 
zwischen Isolatoren und leitenden KSrpem. Aach bei Substanzen, 
in denen die Elektricität fUr die Dauer eines Yersuchs so gut wie 
fest haftet, kann im Lauf längerer Zeit Terrflcknng der Ladung 
Torkommea. Ist s und e die Baum- und FÜlchendichte der wahren 
Ladung, so ist ihre Poteotiatfunction natürlich gleich 

80 dafs im Allgemeinen 

wird. Die hier auftretende Summe aus der wahren und der schein- 
baren Ladung bezeichnet num fds die freie Ladung. Ihre Baum- 
und Flächendichte ist 

(dl .dm dn\ ) 

'-^~\dx "^ öy "^ dxl' (200) 

e'= 9_(s^ + »J. j 

Sie bestimmt die FotantiaUnnction so, wie es die wahre Ladung 
tbut, wenn polarisirbare ESrper nicht vorhanden sind. 
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Uomittatbiur aas der letzten Bemerkung folgt die Gültigkeit der 
Glleichnngen 

1 . 1 fdX dY ez\ , I 



1 idf ^ef\_ 1 



(201) 



4 31 \dn, dn.l in 



--7-{K + S.^)- 



Die Normalcomponente der elektnscheo Kraft springt also im Äll- 
gemeiaen an TJnstetigkeitsÖächen; dagegen sind nach (199) die Tan- 
gentialcomponenten immer stetig; denn sprungweise Äendernng der 
letzteren lernten wir nur an Doppelflä^hen Ton wechselndem 
Moment (§ 19, Ende) kennen. Ana (200) nnd (201) folgt, dafs 
, 1 f 5(.y+4ffi) , d{Y-^Ai(m) . g(Z+4ffn) "l l 

^L-^^— ^ ^y ^^^~i = ' (,oia) 

^[(ffi^+4«s.J+((g^ +4«»J]-e J 

ist Der Veotor, dessen Componenten X+ 4w/, r+ 4«m, Z+4jtn 
sind, hängt also mit der wahren Ladung genau so zusammen, wie 
die elektrische Kraft mit den freieu. 

Beim Magnetismus giebt es keine wahre Ladung, wie wir schon 
in § 49 aussprachen; daher ist freier Magnetismus identisch mit 
dem scheinbaren und es Terschwindet, wie ebenfalls dort bemerkt 
warde, die Divergenz des Yectors mit den /Komponenten L + ijiX, 
M+4nn, N+inv überall, auch au Unstetigkeitsflächen. 

Der Punkt, in welchem sich die Dielektrica und temporär 
magnetisirbaren E&rper von den permanenten Magneten wesentlich 
unterscheiden, ist nun der, data die ersteren einer äuCseren Ursache 
bedOrfen, um Polarisation oder Magnetisimng zu zeigen. Es hfr- 
ateht bei ihnen ein Zusammenhang zwischen der elektrischen oder 
magnetischen Erregung and der Feldstärke, welchen wir im Fol- 
genden — natürlich unter Benutzung empirischer Thatsachen — 
ableiten wollen. 

Befindet sich ein elektrischer Dipol, dessen Ladungen — e und 
+ e an den Orten x, y, x und x + dx, y + dy, z + dx liegen, in 
einem fremden elektrischen Eraftfelde, dessen Potentialfanction tp ist, 
80 ist 

die potentielle Energie der auf ihn ausgeübten Kraft edx, tdy, edx 
sind die Componenten seines elektrischen Momentes. Schlielst man 



I 
- I 
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in der in § 49 durchgefllhrten Art Tom Dipol aof daa Syetem von 
Dipolen, als welches wir den polarisirten Körper anfCassen, so ist 



///l 



'l^+"4f^+-lf)-'- 



die potentielle Eneipe seiner Wechselwirkung mit dem Eraftfelde. 
Aber auch an sich besitzt ein polarisirter Körper Energie; vir 
setzen ihre Dichte, welche natürlich nur Function der Polarisation a 
sein kann, gleich F(3}. Femer fanden wir in § 25 fUr die Energie 
eines elektrischen Feldes im Tacnnm: 

8B= jijjJ(p€äxdydx + JJds<f>6J 
und 

zwei äquivalente Gleichungen, ans denen anmittelbar die neue 

folgt Aaf Dielektriken kOnnen wir natürlich keine dieser drei 
Gleichungen ohne Weiteres Übertragen, sie würden auch alle drei 
verschiedene Werthe itr SS liefern; es ist vielmehr eine nur durch 
den Vergleich mit der Erfahrang zu beweisende Behanptung, dala 
man die Energie richtig berechnet, wenn man zu dem letzten Aus- 
druck den soeben gedeuteten Summanden 

hinzufügt; so entsteht die Gleichung: 



■^■ + ('fe + »§f + "§f) + ^ci 



Aas dem Energieprincip folgt, dafs ein Zustand, in welchem 
die potentielle Energie ein MiniiminYi ist, ein Gleichgewichtszustand ist 
Denn zu einer Aenderung ist dann eine Vermehrung der EInergie 
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notbwfiDdig, welche nicht ohne eioeo Eingriff von Aalben in das 
System hmeingelangen kann. ErfahrungsgemäTB giebt es nur einen 
Gleichgewichtszustand im elektrischen Felde, also mnJÄ in ihm SS 
seinen kleinsten Werth haben, d. h. es mofs f 3S » sein, wenn man 
die Polarisationscomponenten /, m, n variirt. Dabei sind die von 
der Polarisation unabhängigen wahren Ladungen, d. h. • und 0, als 
constant zu betrachten, dagegen nicht die Fotential&nctioa (p, welche 
ja nach (200) nnd (201) von der Polarisation abhängt Nun hat aber 
die Qleichnng (202] die bemerkenswerthe Mgenschaft, dals, wenn man 
<p allein Tarürt» nach (201) und (200) 



Sm ~ Jjfe3<pdxdydx+ CCdsedif 



^///['^-t 



esip ettp 



+ 1. 



dx 



///[• 



1 /öoj dSo) dtp dSfp 005 d8<p\\ , , , 



+ //[.-(.. + .J + j!;,(|f + ^)|.>^^.-0 



4«\Ö», Ö»»,/ 



ist Variirt man aUo l, m, n um unendlich kleine Grdfsen, 80 kann 
man zur Berechnung von ^9B auch tp als constant betrachten und 
findet so 



-JHV 



\+Sm\ 



Dieser Ausdruck rerschwindet nur dann fUr alle möglieben Func- 
tionen, welche man für 81, am, Sn i^falen kann, wenn die Coeffi- 
cienten von Sl, Sm, 3n einzeln verschwinden, d. h. wenn 
_d(p dF dB^_dF l 

d<p dF m 

dy da 8 

dtp dF n 

~~ dx'^ ds a 

ist Denn ans «*= I'+ m'+ »■ folgt -jr- — - etc. 
Ol 9 
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XHese G-leicbungen entlialteii den gesacbten Zuaammenh&ng 
zwistäien der PolariBatioa und der Feldstärke, wenn die Function 
F{s) bekannt ist. Die Erfahrung zeigt nun, dafs sie &a kleine 
Werthe Ton « zu s* proportional ist FOr grofee Wertbe irilchst sie 
freilich bedeutend schneller, bis die obere Grenze fflr b erreicht ist 
Bei magnetisirbaren Körpern ist diese durch den sogenannten Sätti- 
gangswerth gegeben, Qber den keine noch so bedeutende Yergröfsening 
der Feldstärke die Magnetisirong hinaus bringt; im G-ebiet der 
Elektricität aber wird jeder EOrper bei genügend hoher Feldst&rke 
leitend, und es treten Erscheinungen auf, die sich dem Rahmen der 
Torgetragenen Theorie nicht mehr anpassen lassen. Wir beschränken 
uns im Folgenden auf den Ansatz 



FW. 



2i 



und haben dann 



dx ' 

und analog für einen magnetisirbaren KOrper 

l — A-.L 
ox 

^_«w 






xN 



(20S) 



zu setzen, k und x, die Dielektrisirongs- nnd die Magnetisirongs- 
zahl, sind die Sabstanz charakterisirende Gonstanten Ton der Dimen- 
sion einer reinen Zahl, da nach (201a) und (193 b) ^und^ Lundil 
TOD derselben Dimension sind, k ist stets positiv, x kann auch — 
bei den diamagnetischen Körpern — negativ sein. Sehr gro&e 
positive WerÜie erreicht x in den Metallen der Eisengruppe, vor 
allem im Eisen selbst. Doch treten bei diesen die Sättigungserschei- 
nnngen und die CoercitiTkraft so hervor, dafs die vorgetragene Theorie 
nur in roher AoDähenmg für sie Gültigkeit beanspruchen kann. 



(204) 
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Hit Hälfe Ton (203) fol^ ans (201 a) die aieichmig 
J^[^((H-4,*)x) + ^((1 + 4,*)f) 

+ ^((1+4,*)^)]- 
welche im homogenen ESrper Qbergeht in 

i + 4!>*/8x «r ez\ 1 + 4«*^ 

wälireod ao ünstetigkeitsäächen 
■i[(l + 4,4.)«, + (l + 4»V«,] 

-4tK-'^)|?+<'+-"'.'I^]- 

gilt Zieht man die G-leichang (201) zum Vergleich heran, bo sieht 
man hieraus, AaSa im homogenen Dielektricnm nur dort &eie Ladnng 
sitzt, wo sich auch wahre befindet, aod zwar ist das Verhaltnifa 
ihrer Dichten 

« "■ 1+4«*' 

Wo die Gonstante k ihren Werth stetig oder sprunghaft ändert; 
treten hingegen freie Ladungen onahhängig von wahren aof; denn 
im Allgemeinen ist: 



1 



(205) 



[« + «^(A,-t,)]-TX4l^[* + «-.(*. -'^)]- 



1 + 4«Ä,'- ^'^'^ ^'■J 1 + 4«*, 



Femer folgt ans (204]^ dafs die Richtung der elektrischen Kraft 
an ünstetigkeitsflächen eine sprongweiae Aeuderong oder, andere ans- 
gedrOckt, die Eraftlinie eine Brechung erleidet, deren Gesetze wir 
fUr TOD wahrer Ladung freie Oberflächen jetzt aufstellen wollen. 
Die z-Äxe legen wir zu diesem Zweck senkrecht zu dem zu be- 
trachtenden Flächenelement Die Stetigkeit der Tangentialcompo- 
nenten drUckt sich dann aus in den Gleichungen: 

dreht man das Coordinatenkrenz um die z-Aze so, daJs Z^ ver- 
Bchwindet; so gilt dies auch von Z^\ auf beiden Seiten der Fläche 
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liegt dann die Kraftlinie in der z^Ebene, d. h. wenn man die Be- 
griffe der Einfalls- und Brechangsebene aus der Optik Qbernimmt: 
Die Einfalls- und die Brechungsebene der KraftUnie &lleD zn- 
aammeo. Der Einfalls- und der Brechungswinkel &^ und &^ sind 
nun aber darch die Gleichungen 

baBtimmt und nach (204) ist, da (E^ e^ — Ji^, (S^ w X,, 

(1 +4«V-S;-a+4n*i}^-0; 
also 

tg*,:tg#, =(1 + 4«ft,):(l + 4«fc,). (206) 

Die in diesen Gleichungen auftretende EOrperconstante 1 + i*k 
nennt man die DielektricitätBconstante, während die entsprechende 
magnetische Gröfse 1 + 4 n » als magnetische Permeabilität be- 
zeichnet wird. Die Tangenten des Einfalls- und BrechungswinkeU 
verhalten sich also wie die Dielektricitätsconatanten , resp. wie die 
Permeabilitäten. 

LaJät man die Constante k eines homogenen Körpers Aber alle 
Grenzen wachsen, so muls nach (204) für sein Inneres 

1 A 
4n ^ 

and an seiner Oberfläche -^ zu Null abnehmen, so dafs auch das 

das über Volumen erstreckte Integral [siehe Gleichung (8S)] 



///( 



'm^m^m 



I dxdydx 



- i f dstp -^ — i l l (p d(pdxdyd% 



verschwindet. Daraus folgt aber die fOr leitende KSrper charakte- 
ristische Gleichung 

{p = const. 

Ein leitender KOrper läfst sich also in elektrostatischen ßechuungen 
als Dielectrikum mit unendlich grobem k behandeln. Darin liegt 
aber keineswegs eine Erkenntuifa über die Natur des elektrischen 
LeitTerm&gens, vielmehr wOrde diese fttr die Elektrostatik gQltige 
Beohnungsregel auf anderen Gebieten der EUektricitätslehre zu 
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fälschen Eesnltaten fOhren. Auch ist die aof einem Leiter im 
elektrischen Feld influenziite Flächenbelegung eine wahre Ladung, 
während auf einem Dielektricom durch Lifluenz nur scheinbare 
Ladung herroi^erafen werden kann. 

Auf diesen Umstand und die Analogie zwischen elektrischen 
und magnetischen statischen Erscheinungen ist es zurückznMhren, 
dafs stark magnetisirbare Substanzen, d. h. solche, bei denen x grols 
ist, Hoblrilume in ihrem Inneren ähnlich, wenngleich nie vollkommen, 
gegen magnetische Störungen schätzen, wie Leiter elektrostatische 
EinäQase abschirmen. 

§ 53. Kugel und Elllpsoid aus magnetlsirbarer Substanz !m 
homogenen Feld. 

Ein homogenes magnetisches Feld, d. h. ein solches, in welchem 
die Kraft nach Richtung und 3r&fse constant ist, wird durch eine 
in den Goordinaten lineare Potentialfanction dargestellt; bei ge- 
eigneter Wahl der x-Bichtuog also durch 

wo A eine Constante ist Bringen wir die Engel vom Radius B 
hinein, so superponirt sich hierzu die Potentialfunction der auf ihr 
influeozirten scheinbaren Ladung; wir wollen zeigen, dafs wir die 
Oonstanten B und G so wählen können, da& der Ansatz 

T'a^ -^1 + ^^ avifserbalb der Kugel 

<Pi= Ci innerhalb der Kugel 

das Problem löst Dabei soll der Anfiangspunkt des Goordinatea- 
systems im Eugelmittelpnnkt liegen, und 



sein. Die Forderungen, denen wir zu genügen haben, sind: 
A(p = im ganzen Raum, 
tp an der Kugelfläcbe stetig, 

{1 + inkj^ - {1 + 4^k,)^ ~ an der Kugeld&che; 

denn diese soll keine wahre Ladung tragen [siebe (204)]. 

H. y, Haumous, TlMorat. Phjtfk. Bd. IT. 18 
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Der ersten dieser Bedingmigen ist dorcli die iPimctioneD f und 

r> Fi 

genßgt, also auch durch 9:1, and <Pi tmabhangig tob den Constanten | 

B und C. Dagegen giebt die zweite eine BeBtimmang fär diese, 

nämlich * { 

lud bringt man onseren Ansatz in die Form j 

i 

qp,-» Crco8(r,a;}, ' 

80 sieht man, dals die dritte Bedingung 

(H-4»«jfj+-|?l -(1 +4««,)C 



verlangt. Es mala demnach 



3 


1 + 


8» 
3 *• 


+ 


4l 




1+4 


ff«. 




Ä 


1 + 


8» 


-^ 


»1 



geirählt werden. 

Verstehen wir unter r nicht wie bisher den Abstand y|*+ fl'+ J* 
vom Mittelpunkt der Kugel, sondern die Entfernung 



V(i-«)'+(»-i)"+(»-a'. 

Bo kann man dem von der Kagel herrührenden Aotheil in y^, nämlich 
bIA], die Form 

geben. Der Vergleich mit (190 a) lehrt dann, dals die Engel in 
ihrer Wirkung nach Aufsen einem Dipol vom Moment B äquivalent 
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4 
immt proportional mit dem Tolamen —^ 

zo. lat sie sUrker magnetisirbar als ihre Dmgebnng (x, >:«,], 

80 ist -7 < 0, das Moment bat dann dieselbe Kichtnng wie die er- 

r^ende magneÜBcbe Kraft L = — A; ferner ist dann 

i + 4,..<i + ^«. + :^.„ 

also |0|<lJ|; d.h. das Feld im Inneren ist schwächer als das 
nrsprOngliche. Ist hingegen x^>Xf, so gilt das GegentbeiL Lassen 
wir Xj über alle Grenzen wachseii, bo wird 

Die letzte dies«: GleicbangeD zeigt, dab man, wie nach der Schlufs- 
bemerkong in g 62 zu erwarten ist, dorch diesen Qrenzfibergang 
die Frage nach dem Gleichgewicht der Mektridtät auf einer leiten- 
den, in ein ursprünglich homogenes Feld gebrachten Kugel beant- 
wortet. 

Gelten die Gleichungen (203) fOr da« Material, aus dem die 
Engel besteht, nicht, so ist das Yerhältnifs x^ von Uagnetisirung 
nnd Feldstärke im Gegensatz zu unserer Annahme eine Function 
der letzteren, bei remanentem Magnetismus nicht einmal eine ein- 
deutige Trotzdem bleibt unsere Lösong gUltig; denn wir brauchen 
nur lilnmliche Gonstanz von x^ vorauszusetzen, und diese ist hier 
vorhanden, weil in der Kugel das Feld homogen ist 

TTm die entsprechende Aufgabe f&r das Rotationsellipsoid zu 
Ssen, dessen Botationsaxe, welche die längere der beiden Azen des 
Ellipsoids sein soll, in der Richtung des nrsprOnglich homogenen 
magnetischen Feldes liegt, stellen wir zunächst aus § 45 a das Er- 
forderliche Qber eUiptische Coordinaten zusammen. Der Uebei^ang 
von rechtwinkligen Coordinaten zu ihnen geschieht durch die Sub- 
stitutionen [vgL Gleichung [176a)]: 
1 = affT 



ay(<r»-l)(l-T»)C08# 



$-ay(ff»-l){l -T»)Bin.?-, 



(207) 
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aus denen man dorcti Elimmation von je zwei der Goordinatec a, t, & 
die äleichangen 

5' I -' + ^ 1 



«■ 


<!' + £• 


.'t* 


«■(!-.■) 




<**-! 



-1 



(207 b) 



herroi^hen. Die Flächen v => conat > 1 aind also EUlipsoide, deren 
munerische Excentrität - ist; r — conat, und zwar — 1 < r < + 1 , 

ist die G-leicbung einea zweiadiaügen Hyperboloids, dessen beide 
Hälften der ersten der Oleicbungen (207) zufolge durch das rerechie- 
dene Vorzeichen YOnr unterBchieden sind; und t9- = conat (0< i9'< 29[) 
giebt eine durch die x-Äxe gehende Ebene an. Ändere Wertbe von 
a, T, & als die in den angegebenen Bereichen liegenden zuznlasen, 
hat keinen Zweck, da man dabei keine anderen Flächen findet, als 
die schon ai^eföbrteo. Die Oberßäche des magnetiairten KUipsoids 
soll durch den Werth a = t/ auagezeichnet aein. 

Qanz wie bei der Kugel wollen wir zeigen, dafs wir durch ge- 
eignete Wahl der Gonstanten B und C den Anaatz 

^f^ . ff + n aufserhalb des 

^" \ ^ 0- — 1 / Elhpaoida a = a 

9^, = Gffv innerhalb dea Ellipsoids a =~ a 

den G-renzbediognngen anpaaaen können. 

ist hier die Potenti&lfunction dea erregenden Feldea, während 

Felde mifst. Dals der letztere Anaatz der DifFerenÜalgleicbiuLg 
Afp ^0 genttgt, ist schon in § 45a gezeigt worden. Denn Gtlei- 
chuDg (178b) läfBt sich ohne Weiteres in die Form kleiden: 
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Von den Grenzbedingangeii fordert die eine die Stetigkeit von q 
d. k es molB an der Fläche tr >= «r' 







Iv- 


-+«(^ 






=. c 


(209) 


sein. 


Die andere 


sagt aua, 


daTe die Cirenze 


keine 


wahre 


Ladung 


trägt, 


ih. 


dals 













(l + 4».J^-(l+4»»J-^-0, (209a) 



WO » beide Mal als Tom Innern des EUipsoids in's Äenfsere weisend 

ai^enonunen 

Dächst, dals 



ai^enonunen ist Um - -^* - and "^' zu berechnen zeigen wir zn- 



dn di dn dn 

dn dn ög , ön dt} dn d^ „ 

ist Dies zeigt sich, wenn man hier die sich aas (207) and (207 a) 
ergebenden Werthe der aufbretenden Differentialqaotienten einsetzt; 
es ist nämlich 

I 
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dn 
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= <T 1/— i i- COS i?' 

\ <7* — T» 

, / 1 - r* . . 

" ff 1/— s j-sm iT 

^ (T* — r* 



oy(ff«_l)(l_r»)8ini? 



oy{^-l)(l-r»)co8^. 
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Demoach liegt dn in der Scimittlinie der Flächen r =m const und 
& — const, und es ist 

an da dn [ ^ (t* — 1 " a — ij} dn 

dipf _ drpf da da 

dn da dn dn 

Die zweite OberäächeDbedingung (209 a) fordert also 

(1 + 4«»j[^ + B [^1^ - log ^^j] = C(l + 4«»J. (209b) 

Durch (209) und (209 b) sind die Constanten B and G bestimmt 

Darch Iliimination von C findet man eine Qleichung ffir B allein, 
der man durch Moltiplication mit dem Volumen des Ellipsoids 

{denn a a' und a y^'*— 1 sind die Halbaxen) die Q-eatalt 
-(»,-«.MF.--|-Ba'{(l + 4>.«.)+4»(«,-«.)(»'-l)(^log^-l)} 
geben kann; oder da 

-i + T5T- + -ir-r + ^ + --- 

Off' Off' 7 ff' 
ist: 

-{»,-».) Ar I 

l (2090) 
__|.£,.{(l+4,..)+4,(.,-«j[l-3;i^-jA^,-...])| 

Diese Gleichung ist nun leicht zu deuten. In unendlich gro&er 
Entfernung vom Ellipeoid wird nach (207a) t ^ ao, da für diesen 
Werth das Ellipaoid 

f* , ^' + g' 



a* + a»(ff» - 1) 



1 die unendlich ferne Engel 



yp+7+?=flff 
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übergeht. a<r ist dort der Abstand vom NoUpunkt, während ans 
der Gleichung 

hervorgeht, dafe z der Ck>ainas des Neigongawinkels zviachen dem 
Abstand und der x-Axe ist. Ferner wird für ir — od nach der ao- 
gegehenen Reihenentwicklung der vom magnetisirten EUipsoid her- 
rührende Antheil von <p 

Denkt man an die Bedeutung von aa und r und zieht (190b] zum 
Vergleich heran, so erkennt man, dalä — f £a* das magnetische 
Moment dea Ellipsoids ist (209c) sagt demnach aus, dafs bei 

gleichem Volumen V und gleicher Stärke des erregenden 

Feldes daa Uoment des E^psoids um so gr&fser ist, je gröfser seine 

numerische Ekceutricität — ist Der einer Kugel entsprechende 

Wertb — at iat am ungfinstigaten. 

FUr abgeplattete Ellipsoide, deren Magnetisirung mit Hülfe der 
Fotentialfunction (1 74 b) auf S. 220 berechnet werden könnte, sind 
die Momente noch kleiner als für die Xngel. 

Aus denselben G-ründen wie bei der Kugel bleibt unsere Lösung 
auch dann gültig, wenn im EUipsoid das VerhäitniTs von Magneti- 
sirung und Feldstärke nicht constant, aondern Function der letzteren 
ist; für Xj 3. 00 wird nach (209b), (209a) und (208) 
C - % = 



Diese Gleichungen beantworten die Frage nach dem Gleichgewicht 
der Elektricität auf dem leitenden EUipsoid in einem nrsprünghch 
homogenen elektrischen Felde. 

§ 54. Die Energie statischer elektrischer und magnetischer 
Felder. Der elektrische Condensator. 

Aus der Bedingung, dafs ^ im Gleichgewicht ein Mmimnm 
sön mols, leiteten wir in § 52 die GleichgewiohtsbedJngnngen (203) 
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her. Wir berechnen jetzt vermOge dieser Bezietmngen seinen 
Hininialvertli. Zu diesem Zweck setzen wir in (202) 

und ersetzen 1, m, n nacli (208] durch die Differentialqaotientea 
Ton if>. So entsteht die G-leichung: 



Wi = I j I ^idxdyd» + j jdstpe 



(210) 



Das dritte hier auftretende Integral formen wir nun durch partielle 
Integration um; ein Oberäächeointegral Qber die unendlich ferne 
Begrenzung des elektrischen Feldes tritt wegen des Verhaltens von ip 
im Unendlichen dabei nicht auf; wohl aber müssen die im EudUchen 
gelegenen ünstetigkeiteääches berücksichtigt werden. Man findet 
80, wenn man noch die (Gleichungen (204} hinzuzieht: 

setzt man dies in (210) ein, so erhält man für die Energie die 
beiden einander äquivalenten Formeln 

SßJ- —Ijjjipedxdydx+jjdafpel (210a) 

und 

SB' = -^ffh + 4ff Ä)(X» +T'+ Z')dxdsdz. (210b) 
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G-leichong (210a] ist die Tuunittelbare üebertragimg von (187) 
auf den allgemeinereo Fall der Anwesenlieit polarisirbaren ESrper; 
es kommt anch dann nur darauf an, auf welchem Potential die 
wahren Ladungen sind. Dagegen ist Q-leichung (210b) die Yeiv 
allgemeinemng von (187 a), desjenigen Energieausdrucks, welcher der 
FA&ADAT-KAxwBLL'schen Anschauungsweise näher liegt; sie vertheilt 
die Energie auf das ganze Eraftfeld mit der Dichte 

während in (210a) der Ort wahrer Ladungen als Sitz der Energie 
erscheint 

Die G^leichnngen (201) und (204) fUr die Flächendichte vei- 
ein&chen sich an der Grenze leitender Kßrper, in welchen ff = const 
ist, zu 

Taocht man also ein System geladener Gonductoren aus Luft 
in ein homogenes, praktisch unendlich ausgedehntes, polarisirbares 
Dielektricum, so nehmen alle Wertbe der Potentialfanction tp im 
Verhältnila 

a' 1 

e ~ 1 + 4«ft 

ab; denn <p bestimmt sich dann nach (199) und (200) aus der freien 
Ladung genan so, wie yorber aus der wahren. Aus {210a) oder 
(210b) folgt, dafs dann die Energie 9B und ebenso die ihr unter 
sonst gleichen Umständen proportionalen ponderomotorischen Kräfte 
in demselben Terbältoils abnehmen. Vergrö&ert man nun aber die 
Ladungen im Verhältnifa (1 + 4 n i) : 1, so dafs <f seinen alten Werth 
wieder annimmt, so ertheilt man der Energie den (1 + 4 n A:)fachen 
Betrag der ursprünglichen; dasselbe gilt von den ponderomoto- 
rischen Kräften. Vergröfsert man sie dag^en nur im Verhältnifs 
y(l + 4 « A) : 1, so nimmt SSJ den Anfangswerth an. 

Sind i\ und P^ die Potentiale, auf denen sich die beiden mit 
den entgegengesetzt gleichen Elektricitätamengen ± e geladenes 
Belegungen eines elektrischen Condensators befinden, so ist nach 
(210 a) die Energie 

a33 = te(P, -P,). 

Nun hängt aber die PotentialfunctioD mit den Ladungen stets linear 
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zoBammen, 'wie z. B. ans den Q-leichungen (204) hervorgeht; es mufs 
also eine Beziehung 

^1 ^>~ C 

bestehen, wo C eiae nur von der Form und dem Material der 
Umgebung dei Condensatorbelegungen abhängige Constaote, die 
Capacität des Gondensators, bedeutet. EUminirt man aiis der Glei- 
chung ftir SQJ entweder die Ladung oder die Potentialdifferenz, so 
findet man 

»_|C(P,-P.)' = |-^. 

Wie ^ bei constanteo Potentialwerthen, ist dem ersten Tbeil dieser 
Doppelgleichung zufolge C proportional zur Dielektricitätsconstanten 
des die Belegungen umgebenden Dielektricums; dasselbe folgt 
aus ihrem zweiten Theil, da fSü hei constanter Ladung zur Di- 
elektricitätacOQBtanten umgekehrt proportional ist. Dabei ist es 
praktisch vollkommen ansreicbend, wenn das Dielektricnm den 
Zwischenraum der Belegungen erfllllt; denn in ihm sitzt das elektrische 
Feld fast ausschUefshch (vgl. § 47). Der Dimension nach ist die 
Capacität der Quotient aus einer Elektricitätsmenge nnd einer 
Potentialfiinction; die letztere unterscheidet sich aber von der Elek- 
tricitätsmei^e in der Dimension durch den Faktor L~\ wie man am 

einfachsten au der Poteatialfimction — der Punktladung e sieht, 
also ist 

Man sieht es der Öleichung [210a) unmittelbar an, dafs sie fOr 
das von permanenten Magneten erregte magnetische Feld nicht 
gelten kann; denn da wahrer Magnetismus nicht enstiri, so mtlfste 
man aus ihr S = scbliefsen. In der That sind ja auch die 
Oleicbgewichtsbedingungen (203) zu ihrer Ableitung verwandt worden, 
während ihre magnetischen Analoga (203 a) in Körpern, deren Mag- 
netisirung von äufseren f^inäUssen unabhängig ist^ nicht gelten. Wir 
massen defshalb auf die allgemeiogültige Gleichung (202) zurück- 
greifen, welche auf das Gebiet des Magnetismus übertragen 



=///{0 



^fe + '-l?^-!?)^-«"! 



-^im-m-rnnv 



^im 



(211) 
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lautet, tmd dOrfen liier deo Ansatz 

und die Oleicbimgen (203 a) cur fOr den Theil des Raumes verwendeD, 
welcher toq pennananter Magnetisirung frei ist Zeichnen wir diesen 
Theil durch den Index 1, das von permanenten Magneten eingenom- 
mene Volumen aber durch den Index 2 aus, so finden wir 

Eier ist das Integral 

JfjF{a)dxdydx 

eine ouTeränderliche G-rSrse. Alle Energiewerthe lassen sich aber 
nur bis auf eine Constante definiren, deim die einem System ent- 
zogene oder zugefUbrte Arbeit wird durch die Differenz der Energie 
im Anfangs- und Endzustand gemessen; and wenn man, wie bei der 
kinetischen Enei^e, einmal über diese Constante eine bestimmte 
Verfilgung trifft, so geschieht es nur aus ZweiAmäfBigkeitsgrttnden. 
Befshalb dürfen wir das genannte Integral ohne Weiteres fortlassen. 
Femer ist die Constante x fUr permanente Magnete bisher nicht 
definirt Treffen wir nun die Bestimmung, daJE wir ihr dort den 
Werth geben wollen, so können wir 
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I dxdydx « 
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setzen, wo die Integration wieder Über den ganzen Banm za 
erstrecken ist. Jetzt führen wir an dem letzteren Integral dieselbe 
partielle Integration durch, wie am AofaDg dieses Paragraphen, ond 
berücksichtigen, dala wegen (204) wnd (198) und nach anaerer Fest- 
setzung » « im permanenten Magneten 

— anfserhalb der permanenten Magnete 
= ^ — A<p = — ^ fi in den permanenten Magneten, 
daJa femer an der Glrenze temporär magnetiairter El&rper nach (204) 

ist. Dagegen nimmt der letztere Ausdruck an der Grr«nze eines 
permanenten Magneten, dessen innere Normale n^ ist, die Form 

an; aas dem magnetischen Analogen zu (201 a^ 

folgt aber, dafs 

4« L^ ö«^ ^n^\ ■* 

der Theü der Dicht« der fireien Ladung m' ist, welcher allein von 
der Magnetisinmg des permanenten Magneten herrOhrt Also ist 



i^//>--')((lf)*-(lf)V(ll)>-»-l 

--Y\jl'H'''''^Sd>i+jjdt<pm'\ I 

3 3 } 



(211«) 



und nach (211) 



-m. 



— Y / / / ipf^dxdydx + j j daipm']; 



(211b) 
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Der Index 2 an dem FlächeniDtegral ist so zu Terstehen, d&b nnr 
der TOD penaanenteo Magneten berrOhrende Theil von iti einznsetzea 
ist ScbliefBÜch formen vir auch noch das erste der hier auftretenden 
Integrale durch partielle Int^pution am; es ist nach (193) und (193a) 



///(■ 



'll + ''lf+'lf)^-»- 



3 2 

— / / / 7'^'<^^<'y<'^ + / Idatpm' , 

3 3 

so d&fs fOr 3B nach (211b) die beiden äquivalenten Qleicbungen: 
n -^IJJJipfi'dxdydz+JJdstpm'l (211c) 

3 2 

und [siehe (211a)] 

m = -^ ///(l + 4««)(Z,» + 31' + N*)dxdydx (211d) 

entstehen. (211c)ent8priGht derGIeichaQg(210a); die Bolle der wahren 
Elektricität spielt hier der echeinbare Magnetismus, soweit er per- 
manenten Ma^eten angehört (211d) vertbeüt dagegen, denFASADAT- 
MAswxLL'schen Anschauungen entsprechend, die Elnergie mit der 
Dichte 

auf das ganze Kraftfeld. Es äuläert sich in der Analogie von (210b) 
und (211d) wieder einmal der Parallelismns der elektrischen und 
magnetiBchen f^cheinungen. 

g 55. Die ponderomotorlschen Rräfteu 

Solange wir in der EÜektroatatäk nur mit Condnctoren im leeren 
Baum zu thun hatten, konnten wir (siehe § 48) beweisen, dafs die 
Arbeit gegen die ponderomotoriBchen Er&fte gleich der Zunahme 
der Energie ist, wie es das Enei^peprincip verlangt; denn wir 
kannten den Betrag der ponderomotorischen Kraft In der Theorie 
der Dielektrica kennen wir ihn nicht; wir mOssen vielmehr den nm- 
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gekehrten W^ eisschlagen, indem wir ihn ans dem Enei^eansdrnck 
mit Hülfe des Energiepriocips ermitteln. Der Vergleich des E^rgeb- 
nisses mit der Erfahrung rechtfertigt den ohne Beweis angegebenen 
Aasdruck (202). Obwohl die Besnltate filr das elektrische und das 
magnetische Eraflfeld Ubereinatimmeii, eifordem diese doch etwas 
Terechiedene Behandlnng, so dab wir zunächst nur von dem elek- 
trischen Feld sprechen wollen. 

Da es sich nm G-leichgewichtsznst&nde handelt^ können wir von 
der Gleichong (210) 



■M 



■4^fö)"-(lf)"-(lJ)>-»- 



\-jjda<p6 



ausgehen, welche im Gegensatz za (210a) and (210 b) die Eigen- 
thQmlichkeit mit (202) gemein hat, dale dSSi — ist, wenn man bei 
coDstasteo Ladungen tf nnendlich wenig Tariirt In der Tliat ist dann 

S3&~\ jit8(pixdydx-\- \ IdtaSif 



+ 



nnd dies verschwindet nach (204). Wir ziehen aus diesem Umstand 
auf ähnliche Weise Tortheil, wie in § 52; wenn wir im Folgenden 
die Verändemng von 9SJ durch eine unendlich kleine Verschiebung 
beredinen, so Terfabren wir so, als bliebe tp davon unberahrt; dalä 
sich (p thatsächlich ändert, macht ja nichts ans. Eine weitere be- 
deutende Tereiniachung erreichen wir, wenn wir von dem Princip 
der stetigen Uebei^änge Gebrauch machen nnd alle Flächen- 
beleguQgen als Bannladungen von grofser Dichte betrachten; dann 
fallen alle Flächenintegrale fort und wir haben 
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>-H^((ll)"-(t)"-(fe)>-'-<-' 



za setzen. 

Für den MagnetismuB kßnnen wir die entsprechende Gtleichnog 
finden, wenn wir die QleichuDg (211c) mit 2 multipliciren nnd (2 1 1 d) 
von üa Bnbtraliiren. Machen wir dann anch von dem Frincip der 
stetigen Ueberg&Dge Gebrauch, so finden wir 
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<p fi' dx iy dz 



i^///"+-"((fe)'+(l?)"+(fe)>-'- 



(212a) 



Varürt man hier <p bei constantem n', so folgt, da in permaoeDten 
Magneten x nach der Festsetzung im Torigen Paragraphen ist, 
nach (IdS) und (204) 

3fB- j jd<pL'+—Jip\dxdyd» 

2 

+ ^((l+4»»)||^)]d^dj,i«-0. 

(Die BerOcksichtigang von Flachenintegralen wOrde hieran nichts 
Sndem, aber ähnlich wie am SchluTs des letzten Paragraphen eine 
längere Discussion erfordern.) (212a) hat also dieselbe EigenthOm- 
lichleit wie (212) nnd unterscheidet sich von letzterer Gleichung nur 
dadurch, dafa der freie Magnetismos der permanenten Magnete die 
wahre Elektricit&t vertritt. Daher kSnnen wir von jetzt an das 
elektrische und das magnetische Problem zugleich behandeln, wenn 
wir auch die Bezeichnungen dem ersteren anpassen. 

Sind 3a, 3b, 3o die Componenten der unendlich kleinen Ter- 
schiebong im Haumponkte x, y, z, so rückt dabei in diesen der 
materielle Punkt, welcher vorher die Coordinaten x — 3a, y — 8b, 
x — 8e hesaÜB. Dementsprechend wäre 

/^*^ . öt,. öi-\ 
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die Veräadening von k im Pankte x, y, x, wenn edch der WerUi 
TOD k nicht auch in einem and demselben materiellen Pankte ändern 
könnte. Dies wird aber dann im Allgemeinen eintreten, wenn die 
Yenilcknng mit Deformation Terbonden isL Die allgemeinste Defor- 
matioD iBt (siehe Band IE dieser Vorlesungen, g 14] die Snperposition 
zweier Scheerungen und einer Dehnung; wir berücksichtigen aber nur 
die letztere, da bei FlllBBigkeiten and Gasen die Scbeerongen die 
ph^Bikalischen Eigenacbaften nicht beeinflussen und feste ESrper beim 
TorUegenden Problem ohnehin meist als etarr zu betrachten sind. 
Dann haben wir die Aenderung Ton k in demselben materiellen Punkte 
als proportional zu der Hpecifischen Vergröfserang des materiellen 
Yolumelements dV 

S-dV dSa dSb dSc 
-dV- " "ö^ + "3r "^ "ö^ ^ ' 

zu hetrachten; bezeichnen wir den Froportionalit&tslactor mit — &, 
so ist die Aendenmg von k im Funkte x, y, x 
,, Idk , , oft,. ,öA.\ ß/ö^a , dSb , dSe\ ,.,,, 

Aehnlicb berechnet sich die VeränderuDg &% der Raumdichte «. 
Im starren Körper wäre sie gleich 

Dazu kommt im Allgemeinen noch die Aenderung durch Deformation. 
Das Gesetz von der Erhaltung des elektrischen Quantums verlangt^ 
dal^ bei einem Nichtleiter die Ladung EiiF des materiellen Yolum- 
elements dV constant bleibt; bezeichnet S'f die Aenderung ii^nd 
einer Grölse f in demselben materiellen Punkte, so mnfs demnach 

S\i>dY)=>dVS-t + tS'{dV)=dv[s'6 + t^-^)^0 
sein, woraus nach (213) 

., IdSa , d6b d3e\ 

und 



..=..._ (^^..+|„+|i,.; 



i e(täa) djiib) d{,S6 



(214a) 



folgt. Fttr die freie Ladung der permanenten Magnete gilt das 
Gesetz der Unzerstörbarkejt nicht, ober das Verhalten von ^' bei 
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Befonnatioa weifs die Theorie nichts ansznsagen. Wir mDsaeo defs- 
halb im FolgeDden voraaseetzen, dais die permanenten Magnet« ohne 
Deformation verschoben werden; die Functionen Sa, 3b, So von 
X, y, z sind in ihnen daher nicht unabhängig toq einander. 

Die Gomponenten der im Volumelement dxdydx angreifenden 
ponderomotorischen Kraft sollen ?^dxdydx, ^dxdydz, Qdxdydx 
sein. Das Enei^eprincip verlangt 

5SB + nT(S Sa + $db + S Sc) dx dy d« = 0. (21 5) 

JSß berechnen wir, indem wir in (212) bei constantem 90 fOr da 
und Sk ihre Werthe nach (214] und (214a} einsetzen. Der von 8a 
abldngige Antheil an dSß beträgt 

d{%Sa) 
' dx 



im- 



-ffß 






I dxdydx 



\_ 8 
■ 2 dx 



dx 



m 



m) 



Mxdydx. 



EUn Flächenintegral tritt wegen der angenommenen Stetigkeit der 
üeberglinge, nnd weil die VerBcUebong sich nicht bis iu's Unendliche 
erstrecken soll, nicht auf; die beiden anderen Äutheile haben die 
entsprecbenden Formen. Da (215) ftlr beliebige Functionen Sa, Sb, 
8c erfUllt sein soll, mufs 
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'AP 



(216) 
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Ponderomotohsche Ei^fte greifen &l80 nicht nur am Sitz wahrer 
Elektricität an, sondern anch dort, wo sich die Constante k läumlic^ 
ändert In der That nimmt nach (212) 9S ab and die pondero- 
motorischeii Kräfte leisten Arbeit, wenn durch die ouendlidi kleine 
VerrUcknng an den Orten gröfster Feldintensitilt ft zunimmt; denn 
9 kann man dabei als constant betrachten. Dorthin streben die 
ponderomotoriscfaen Eräfte die Körper zn xiehen, weiche stärker 
polarisirbar sind, als ihre Umgebung. 

Handelt es sich am das magnetische Feld, so müssen wir 
die Functionen 3a, Sb, 8o in den permanenten Magneten so wählen, 
dafs sie keine Deformation ergeben. In Folge dessen lassen sich 
die Glleichungen (216) zwar ohne Einschränkung anf temporär 
magnetisirte Substanzen, auf permanente Magnete aber nur in- 
sofern übertragen, als sie die Arbeit bei YerBchiebungen ohne 
Deformation richtig anzugeben gestatten. Da dort » <« and 
dementsprecbeod auch & b ist, liefern sie: 

,S<p 



3— ■!? 



Es findet sich hier die in §§ 49 — 51 stillschweigend gemachte Voraos- 
setznng bestätigt, dals man sich die Orte freier magnetiBcher Ladungen 
als die Angriffspunkte der ponderemotorischen Kraft zu denkeo hat, 
wenn man den Magneten als starren Körper betrachtet Die An- 
ziehung temporär magnetisirbarer Körper durch permanente Magnete 



g 58. Die Haxwell'schen Spannungen. 

Die Gleichungen (216) lassen nun eine Umformung zu, welche 
für die Auffassung vom Wesen der elektrischen Erscheinungen 
äofserst wichtig ist Vermöge (204) ist nämlich die Gleichung 
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eine IdeatilAt. Die erste der Gleichm^n (216) läM rieh aLso 
schreiben: 



(216a) 



FOr D and Q gilt Enteprechendea. 

In dieser Qeatalt erinnern die Gtleichongen an bekannte Formeln 
ans der Theorie der deformirbaren ESrper (siehe Band U dieser Vor- 
lesangen, g ISC). In einem deformirten festen EOrper herrschen 
Spannongen, deren neun Componenten 

r., Y^, r, 

Z^> Zy, Z. 

durch die Forderung definirt werden, da& irgend ein Volumelement (< F 
des EOrpers von ihnen' eine Kraft erfährt, deren Componenten 

3E d r - - jT<i» (^ cos (n^ iE) + X^ cos (n, y) + X, cos (», «)) 

^rfF-- /Tda(r,coB(»ja:)+ r^coB(njy)+ r,C0B(n,»)) 

2dV~-fJds{Z,coB[n,x] + Z^cos{n,y) + Z.cob(«.«)) 
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§ 56 



siod; die Fläcbeniategrale Biod für die Oberfläche ^ondV za bilden. 
Der Satz tob der Erhaltung der Flächenmomente legt ihnen noch 
die Bedingungen 

aa£ Die Umformung nach dem ÖACBSSchen Satz liefert unmittelbar 
die Beziehung 
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(217) 



Diese Qestalt nehmen aber Gleidiung (216a]nnd die ihr entsprechenden 



an, wenn man 
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Z^ = X^ = 



' \öyl ' \dxl 
l + ink dtp df 

4 n dy d^ 
1 +iiik dcp dq> 

4n dz dx 
1 +4^k d<p d<p 

4« dx dy 



(217 a) 



setzt Die ponderomotorische Wirkung des elektrischen nnd des 
magnetischen Feldes lälst aich also auf Spannungen in den Di- 
elektriken und den magnetieirbaren £örpem znrUckfOhren. Dies 
ist der Standpunkt der FABADAT-MAZwBLL'scben Theorie, welche 
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difl nnTermittelte FemTirtuiig als uiiTOrstellb&r verwirft In leitenden 
Körpern verschwinden die Spannangen wegen ^ = couBt, 

Jedes System von Spannungen lälst sich auf drei Bogenannte 
HauptspannnDgea reduciren, deren Richtungen auf einander senk- 
recht Btehen. Diesa sind dadurch gekennzeichnet, dafs, auf ein zu 
ihnen paralleles Äxenkreoz bezogen, die Componenten 

Terscbwinden. Unbestimmtheiten können nur entstehen, wenn zwei 
oder alle drei Hanptspannungen den gleichen Betrag haben. Nun 
giebt es im isotropen Körper im elektrischen Feld nur eine aus- 
gezeichnete Richtung, die der elektrischen Kraft; in ihr mnie die 
eine Hauptepanonng liegen, während die beiden anderen in der zu 
ihr senkrechten Ebene beliebig angenommen werden können. Tbat- 
sächlich gilt dies auch für Stellen, in denen die Isotropie dadurch 
gestört ist, dalÄ sich die Coustante k ändert; die Schnelligkeit der 
Aendenmg hängt ja von der lüchtung ab. Denn aus (217 a] folgt in 
allen Fällen, wenn man die x-Äxe dei Kraft parallel legt 

-.=(-4^-l)(ll)' 






(217 b) 



Da sich die GleichoDgen (217) dann auf 

reduciren, bedeutet ein positiver Werth von X^, Y oder Z, einen 
Zng, ein negativer einen Druck, denn 3E weist von Orten niederen 
zu solchen höheren Werthes von X^. 

Nehmen wir zunächst einmal k als durch Dehnong nnveränder- 
lich (@ = 0] an, so herrscht in der Bichtang der Kraftlinie ein der 

Energiedichte ~-^ @* gleicher Zug, senkrecht dazu ein Druck 

von demselben Betrage. Darüber lagert sich im Allgemeinen noch 
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Bei Qaseo ist es ein Zug, da bei ihnen A: mit wachBender Dichte 
znnimint, fef also positiv ist; diese ESrper streben, sich an den Stellen 
stärkster Feldintensität zu verdichten, bis ihr mit wachsender Dichte 
steigender hydrostatischer Druclü diesen Zug compensirt Da hierbei k 
wilchst, äufsert sich auch hierin das Streben der ponderomotoriscben 
Sx&ibe, den Wertb von k im stärksten Feld zn vergrölsem. 

Als incompresBibel bezeichnet man eine Substanz, bei der die 
kleinste Verdichtung den Druck aurserordentlich steigert Bei diesen 
ist das Glied mit praktisch anwirksam. 

Wie im Yacnum oder einem anderen Medium, in welchem 
ö » ist, diese Spannungen die Tom CotrLOMB'schen Gesetz ge- 
forderten Anziehungen und Abstofsongen herrorbringeD, l&lst sich 
anschaulich an dem Beispiel zweier geladener Ei^hi zeigen. Sind 
die Ladungen entgegengesetzt gleich, so Miren alle auftretenden 
Eraftlinien von der einen zur anderen, und die Spannungen in ihrer 
I^ngsricbtung setzen sich zn einer Anziehung zusammen; sind sie 
hingegen von gleichem Vorzeichen, so laufen die Kraftlinien neben 
einander her in's unendliche und der quer zn ihnen wirkende Druck 
tritt in einer Ahstolsnng der Ei^^In zu Tage. 

An der Oberfläche leitender Körper endigen die Eraftlinien 
und stehen senkrecht anf ihr; daher erleidet diese einen Zug nuäi 
Aoften, dessen Stärke nach (21 7 b) und (204) den Betrag 

hat Der zunächst auffällige Factor \ findet seine EAlärui^ durch 
die auch leicht quantitativ durchzufikhrende Ueberlegung, dafs die 
Feldstärke in der unendlich dünnen Schicht, welche die Flächen- 
belegung enthält, nicht constant is^ sondern von £, zu abnimmt 
Alles dies beweist natürlich nur die Znläsaigkeit der Fahadat- 
MAXvBLL'schen Anschauung; die Femwirknngstheorie ist hierdurch 
nicht widerlegt Nun kann man sich zwar den Zug in Biditung 
der Kraftlinien in der ponderablen Materie aas der Anziehung der 
polarisirten Molekeln erklären, welche sich in dieser Richtung ihre 
ungleichnamigen Pole zuwenden. Dagegen versagt diese Vorstellung 
bei dem Vacuum, das wir als durchaus continuirlioh auffiissen 
mässen. Es liegt daher der Versuch nahe, eine vermittelnde Theorie 
aufzustellen, welche an der Femwirkung im Vacuum festhält, da- 
gegen die Vermittlung der Wirkung durch etwa im elektrischen Felde 
befindliche ponderable Materie zugiebt Wir werden eine solche 
später noch genauer kennen lernen. Die Gleichungen i^ die 
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pondfiTomotoriHche Wirknng, weiche dieser Idee Ansdrack Terleiheo, 
erhält mftD, wenn man su den Formeln [216) die Identitäten 
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addirt. Druckt man dann Dach (203) die Componenten der Feld- 
stärke durch die der Polaheatioa aas und setzt nach (201) 
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ZU aetzeD ist Die Glieder -- e' -^ etc. geben die im Vacanm 

allein auftretende Femvirkaug, die anderen die vermöge der 
Spaonangen XJ etc. dorch die Materi« hindurch Ubtrtragtn« 
Wirknng an. 



(217c) 
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Alle AasfOliruiigen dieaee Paragrapheo gelton fttr dea Magne- 
tismus ebenso wie fUr die E^ektricität; nur permanente Magnete 
Bind aosgeschloBsen. 



Zweitor Abschnitt. 
StaüonSre elektrische StrQme. 

§ 57. Die Stromdichte 
und Ihre Abhängigkeit von der elektrischen Kraft. 

In einem Leiter galt nna bistier die elektrische Feldstärke als 
verechwindend, ihre PotentialfanctioD also als constant Dies ist 
Dan thats&chlich nur bei chemisch und thermiBch homogenen leitenden 
Eörpem der Fall; jeder üoterachied der Temperatnr oder der 
chemischen Besohaffenheit hat dagegen Fotentialdifferenzen zvischen 
den Theilen eines Systems Ton Leitern zur Folge; z. B. sind die 
beiden Pole eines galvanischen Elements auf Terschiedeuem Potential 
Stellt man zwischen ihnen noch eine andere leitende Verbindung 
her, so kann sich erfahnmgsgem&rs auch in dieser im Allgemein«! 
kein Potentialglelchgewicht herstellen; vielmehr treten in ihr elek- 
trische Kräfte auf, welche bei der Beweglichkeit der Ellektricität 
im Leiter zur Folge haben rnftssen, dafs positive Elektricität von 
Orten höheren nach solchen niederen Potentials oder negative in 
umgekehrter Richtang strömt, oder dafs beides zugleich stattfindet 
Die hier zu besprechenden Thatsachen lassen keine Entscheidung 
zwischen diesen drei Möglichkeiten zu; vielmehr läfst bei den 
Metallen nur das HALL'sche Phänomen*), bei den Elektrolyten die 
chemischen Zersetzungen und Concentrationsändemngen einen SchluTs 
anf die Antheile der positiven und der negativen Elektricität am 
Strome zu. Wir können aber allen folgenden Erörterongen den 
Begriff der Stromdichte zu Omnde legen, fUr dessen Definition 
positive in der einen Richtung und negative in der anderen Bich- 
tuDg bewegte Glektricität vollkommen äquivalent sind. Trotz dieses 
Elektricitätsausgleichs ist der betrachtete Vorgang zeitlich un- 
veränderlich. Man spricht defshalb von einem stationären elektrischen 
Strom, indem man die Bezeichnungen „statisch'' und ,^tationär" in 



*) NeoeidingB auch die elektromtigneliBch-tliennischen Wechsel wirknugea. 
Der Heniugeber. 
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der Elektricitätaleltre zn einer ähnlichen Unterecheidung verwendet, 
wie in der Dynamik. Statische Zustände sind in beiden Qebieten 
Gleichgewichtszustände, als stationär bezeichnet man dagegen zeit- 
lich unveränderliche Bewegungen. In der Elektricitätetheorie kommt 
noch der Unterschied hinzu, daTs (siehe § 61) stationäre Ströme 
nothwendiger Weise Energienmsetzongen herbeüühren, welche im 
elektrostatischeo Felde gänzlich fehlen. 

Als Stromdichte definiren wir einen Yector von der Gröfse q 
und den Componenten u, v, w durch die Festsetzung, daTs 

dt dt 9, = dt da (u cos [n,x) + v coe {n,y) + v> cos (n, x)) 

der Betrag der positiven EHektricität sein soll, welche im Sinne der 
Normalen n das Flächenelement da in der Zeit dt passirt, vermehrt 
um den absoluten Betrag der negativen Elektricität, welche in der 
entgegengesetzten Richtung hindurchtritt Diese Definition ist offen- 
bar der entsprechenden in der Hydrodynamik gebrauchten analog, 
Dur mit dem Unterschied, dafs wir bei der ponderablen Uaterie 
negative Quanten nicht kennen. Trotz dieses Unterschiedes ist ganz 

wie in der Hydrodynamik das Integral dtj jdaq^ erstreckt aber 
eine geschlossene Fläche (wofOr der Strich Ober den Integralzeichen 
als Hinweis dienen soll], die in der Zeit dt erfolgte Zunahme der 
Gesammtladung des eingeschlossenen Raumes, da positive und nega- 
tive elektrische Quanten sich algebraisch addireu. Es spricht sich 
hierin aus, dafs wir die Elektricität wie die Materie als unveimehr- 
bare und unvenninderbare Substanz betrachten. Die Berechtigung 
dazn läfst sich natürlich nur aus der Erfahrung herleiten. 

Dies Integral jfdsq^ ist überall da von Null verschieden, wo 
Ladungen entstehen oder, wie bei der Condensatorentladung, ver- 
schwinden. Bei allen stationären Yorf ängen mnls es aber Null sein. 
Aus der Gleichung 

jTei»9, -jTd«(«C0H{n„a:)-|-»coB(«,,ff)-H«'(c08n,,»)) =0, (218) 

welche demnach für jede geschlossene Fläche gelten muls, Siefsen 
sogleich zwei wichtige Folgerungen: Formt man das Flächenintegral 
nach dem GACss'scben Satz in ein Baomintegral um, so findet man 
fOr jeden beliebigen Raumtheil 



///(: 



'"+1^4")^«^»^"»^ 
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dv du> 

in ihm als constant aaaehen kann, so folgt, dab Qberall 

du dv , Ott 



dx ^ dy^ dx 



= ('218a] 



sein mufB. Wenden wir anderereeits (218) auf die Oberfläche eines 
unendlich kleinen CjUnders an, dessen Hohe wjedenun gegoi die 
QnerdimeDBionen seiner Gmndäächen dt Terechwindend klein ist, 

so redncirt sich das Integral jjdsq^ auf — d«(y +5^), wenn «j 
und n, die von den beiden Flächen da nach Anisen gerichteten 
Normalen sind, und die genannte Gleichung verlangt, dafs 

q^ + g^ = o (218b) 

ist In Baumtheilen, in denen eich die physikalische BeBchaSenhät 
stetig ändert, folgt dies schon ans der Stetigkeit von u, v, te; anders 
aber an Unstetigkeitsflacben ; dort ist es eine fUr die Vertheiinng 
der Strömung wesentliche Grenzbedingung. 

Fragen vir nun nach dem Zusammenhang zwischen der Strom- 
dichte und der die Strömung herrorrufesden elektrischen Kraft. 
Das ÜHu'Bcbe Gesetz behauptet als EHabningsthatsache, dafs beide 
Yectoren gleichgerichtet und an Grobe einander proportional sind; 
danach gelten die Gleichungen 

dx dy dx ^ ' 

Der Proportionalitatsfactor t, die Leit&higkeit, ist eine stets posi- 
tive EOrperconstante. Aus (218a) und (219) folgt ftir f unmittelbar 
die Differestialgtetchung 

^('lf)-Ä('lf)-Ä('l!)-«. '-) 

welche ftlr homogene Körper in 

abergeht, während an unstetigkeitsflacben nach (218h) und (219) 

ist An der Grenze gegen ein Dielektricum gilt, da dessen Leit- 
fähigkeit ist, 

an. ' 
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weoD n, die in das Innere des Leiters weisende Normale ist Der 



andere Differentialquotient -3^ bleibt daf;egen durch diese Gleichung 



Tollkommen anbestimmt. 

Berechnet man aaa (200) und (220) die Dichten der Baum- 
und Oberfl&chenladung, — j— A <p und — -j— (^-5- + -3-^] . so 

sieht man, dafs im Inneren des stromdurchfiossenen Leiters flberall 
dort Ladungen liegen, wo sich die Leitfähigkeit r stetig oder un- 
stetig ändert Auch die Begrenzung gegen das Dielektricum trftgt 
solche, doch bleibt ihr Betrag noch unbestimmt; wir werden sp&ter 
auf diesen Punkt zurückkommen. 



g 56. Die elektromotorischen KrSfte. 

Nach dem OHM'schen Gesetz, wie wir es bisher formulirten, 
&]len Strom- and KraMinien zosammen. Die letzteren f&hren nnn 
nothwendig von Orten höheren zu Stellen niederen Potentials, und 
besitzen entweder im Leiter Anfangs- und Endpunkte, oder treten 
durch die Oberfläche in die nichüeitende Umgebung aus. Dagegen 
mOssen die Stromlinien nach (218) immer im Leiter verlaufen und 
sich in sich selbst schliebeu. Aus diesem Widerspruch folgt, da& 
es, wenn das bisher Gesagte allgemein gflltig wäre, einen stationären 
elektrischen Strom Qberhanpt nicht geben könnte. Thatsächlich ist die 
elektrische Feldstärke nicht die einz^e mögliche Ursache fllr einen 
solchen; Tielmehr müssen die Gleichungen (219) er^nzt werden zu 



-§f-^) 



+ r] 



(2SI) 



Den Yector mit den Componenten a, ß, 7, dessen absoluten Betrag 
wir mit Ö bezeichnen, nennt man die locale elektromotorische Kraft, 
weil er auch für sich allein im Stande ist, Slektricität in Bewegung 
zu setzen; sie ist es, welche die strömende E^ektricität immer 
wieder vom niederen zum höheren Potential zurückführt und so 
«inen stationären Strom ermöglicht Sie tritt nur dort auf, wo sich 
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die cbemiscbe oder thennJRche Beschaffenheit des Leiters von Ort 
za Ort ändert, z. B. in elektrolytischen Lösuogen von wechselnder 
Concentration oder in ungleich temperirteo Hetallen. 

Besonders wichtig ist der Fall, dafa sich die Aendemng der 
chemischen Beschaffenheit auf einen Kaum concentrirt, welcher sich 
von der Grenze zweier EOrper nnr ai]f molecolare Distanzen in 
ihr Inneres erstreckt Dann bat die elektromotorische Kraft auch 
nur in diesem schmalen Bereich ihren Sitz, und man spricht von 
einer elektromotorisch wirksamen Fläche, um ihren Eindufs zu 
antersuchen, bezeichnen wir mit dn das Element einer senkrecht 
zn dieser Fläche den genannten Baum durchdringenden Gnrve 

und fassen die Oleichnngen (221) mit den Factoren ' ' ' dn, 



Eintrittspuokt 1 der Curre in dies Ranmgebiet bis za ihrer Ans- 
trittsstelle 2, so erhalten wir 



/ -^ dn = yij — 9), + / 5^ d» ■ 



Die Stromdichte q in diesem Bereich ist durch die Gleichung (218a} 
mit den Werthen tod g in seiner ümgebnng verbunden; sie kann 
nicht in diesem Bereich allein sehr grofs werden. Defshalb könnte 

2 

das nur Über moleculare Distanzen zn eratreckende Integral f ^dn 

biJchstens bei aufserordentlich starken Strömen einen merklichen 
Werth haben ; erfahrungsgemälä entzieht sich sein Einönfs stets der 
WahmehmuDg. Dagegen giebt es keinen Grund, dafs die locale 
elektromotorische Kraft S in Folge der jähen Veränderung aller 
physikalischen Eigenschaften nicht so grofs werden sollte, dals 

I S^än einen erheblichen Betrag + £^, hat; dieser kann natürlich 
2 

nur Ton der Art der an einander stofsenden Körper abhängen. Unter 
diesen Umständen findet an ihrer Berührungsfläche ein Fotential- 
sprung 

<p^~tp,~E,, (221a) 

statt E^, bezeichnet man als die elektromotorische Kraft der 
Fläche; sie ist, wie man hier sieht, eine scalare Chaise von der 
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Dimension der Potootialfaactioii, während die „locale" elektro- 
motorische Kraft S ein Vector von der Dimension der Feldstärke ist 
Wo locale elektromotoriBche Kräfte auftreten, ist die Differential- 
gleichung (220) und die Oberäächenbedingnng (220a) zu ersetzen 
durch 






. r,ä., + r,J^, 



und die Raum- und Flächendichte der im leitenden System liegenden 
freien Ladongen sind nach (201) 



<'- 


-i^.- 


1 




1 4 


si 


ai 
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4^"-är + ' 


^+ 


"-äF 


.■- 


-i(l?- 






3^A + « + 




-t) 



Dazu tritt noch an elektromotorisch wirksamen Flächen 
eine Boppelschicht Tom Moment 



denn nur eine solche kann nach § 20 den Fotentialspning 9>,— 9>, 
erklären. Die ersten Klammem in den (Gleichungen (222 b) sind 
von der Stromdichte anabhängig, sie geben die Ladung des Leiters 
bei verschwindendem Strom an. Die von ihnen ausgebende elektrische 
Kraft hält also die elektromotorische Kraft im Gleichgewicht. Die 

I Q Q c 

beiden anderen Klammem lu - „ ■ • + «— ä \- v> - 

\ ox Gy 



sind der Stromdichte and der VeriLnderlichkeit ron — proportional. 
In der Gleichung fOr iK fehlt das entsprechende Glied. 
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Wir saheo am Emgang dieaes Paragraphen, dafs elektro- 
motorische Kräfte zur Unterhaltung eines etationäreD Stroms notb- 
wendig sind; fragen wir onn nach der hinreichenden Bedingung 
daf^. Mit dl bezeichnen vir das Linienelement einer bellehigen 
Corve and fassen die GleichoDgeo (221) mit den Factoreo 

&M(dl,x),, C08(i/,y),, COB(dl,x) ,, T i ■ ■ 

— i -dl, i — —dl, — ^ -dl zusammen. Intecnren wir 

T T r 

dann Ober eine beliebige, ganz in Leitern verlaufende, geschlossene 

Corre so hebt sidi der auf die Potentialfunction bezügliche Term 

heraus und man findet 

/ — \u cos {dl, a:) + » cos {dl, y) + u> cos {dl, x)\ dl 

- / (a cos {dl, «) + /S cos {dl, y) + y cos {dl, x)) dl 

oder aacb, indem man unter g^, J, die in die Achtung von dl 
JEÜlende Componente der Vectoren q und S versteht 

j-^dl~ fs,dl. (228) 

Wählen wir nun als Integrationsweg eine Stromcurre nnd 

dorchlanfen wir sie in der Stromrichtung, so ist der Integrasd -^ 

längs des ganzen Weges positiv, das Integral auf der linken Seite 
dieser Gleichung also von verschieden. Nothwendige Bedingung 
ftlr die Existenz eines Stromes ist deshalb, da& es geschlossene Cnrven 

giebt, längs welcher fSfdl von Null verschieden ist. Dies ist aber 
anch hiDreicbend, denn bei fehlendem Strom ist die linke Seite von 
(223) fllr alle Integrationswege Null, was sich wiederum nicht mit 
dieser Gleichung verträgt. Nun ist diese Bedingung sicherlich nidit 
erftült, wenn das leitende System nur ans zwei homogenen Körpern 
von gleichmäfsiger Temperatur besteht; denn dann sind in dem frag- 
lichen Intc^al alle die Theile 0, welche von den in einem der Körper 
sarQckgelegten Strecken herrQhren. Dagegen ist bei jedem Durchgang 
durch die Grenzschicht vom ersten zam zweiten f^idl = + £^,, bei 
jedem Durchgang in der umgekehrten Richtung dagegen fSidl <~ — £^,, 
und da eine geschlossene Curve die Grenze ebenso oft in der einen 
als in der anderen Richtung passiren mufs, so ist die Summe aller 
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dieser Beträge 0. Ztiin Zostandekommen stationiLrer StrQmimg sind 
also mindestens drei homogene Körper nothwendig; sie dürfen aber 
nicht alle sogenannte Leiter erster Classe (Metalle) sein, welche den 
Strom ohne chemische Zersetzung leiten; denn für diese gilt bei 
Temperaturgleichgewicht das YoLiA'sche Gesetz der Spannnngsreihe 

sodafs für irgend eine geschlossene Curve, welche die Beihe der 
Körper vom 1 ten zum nten durchläuft, um Ton ihm unmittelbar 
zum ersten zurückzukehren 



js,dl^E,, + E,, + ... + E,.i,, 



■fi?.. 



ist. Vielmehr sind mindestens ein Elektrolyt, wie beim galvanischen 
Element, oder aber Temperaturunterschiede, wie bei den Thermo- 
ketten, zur Unterhaltung eines statioiüLren Stroms nothwendig. 

Durch das Auftreten einer Doppelschicht an elektromotorisch 
wirksamen Flächen und das VoLTA'sche Gtesetz wird die Hypothese 
nahegelegt, d&Ts die Molekeln der Leiter erster Classe auf die 
elektrischen Flnida eine nach ihrer chemischen Beschaffenheit und 
nach dem Vorzeichen der letzteren wecbaelnde Anziehung ausüben. 
Diese Kräfte leisten ein gewisses Axbeitsqoantum A^^dt, wenn sie 
die Elektricit&tsmeDge de aus der Grenzschicht des KOrpers 1 in 
die des Körpers 2 hinflberziehen. Im Gleichgewicht mnfs dies nach 
dem Frindp der rirtnellen VerrQcknngen durch die dabei von der 
elektrisoheo Feldstärke geleistete Arbeit {<f>i — f>f)de compensirt 
werden, d. h. es mub 

At + (Vi - VO = 
nod nach (221a] 

Aa - ^» 

sein. Der Potentialspmng £j, ist also unmittelbar das Maafs fUr 

die potentielle Enei^e der fraglichen Anziehung. Das VoLTx'sche 

Gesetz erscheint dann als Folge des Enei^eprincips, demgemäfs das 

Arbeitsquaatnm jij,(fe geleistet werden muTs, mag die Ueberftthrung 

von dt aus dem Körper 1 in den Körper 3 nun unmittelbar, oder 

auf dem Umweg über den Körper 2 erfolgen; denn hieraus ergiebt 

sich die Gleichung 

also 

E,^ + E,,^E,,. 

Eng verknüpft mit der soeben behandelten ist die weitere Frage, 
ob bei gegebener Vertbeilung der elektromotorischen Kräfte die 
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StrSmoDg eindeutig bestimmt ist. Zur Beantwortung geben wir 
davon aus, daüs die Gleichungen (222) und {222b.), durch welche der 
Zusammenhang zwischen qo und S resp. £„ gegeben ist, in diesen 
GrSfsen linear sind, ebenso wie die Gleichungen (221), welche die 
Stromdichte q aus (p und S zu berechnen gestattet Genügen die 
Functionen ^, u, v, w diesen Gleichungen itlr ein gegebenes Werth- 
system a,ß,Y und E^^, und entsprechen die Functionen fp',u',ti',w' 
auf dieselbe Art den Wertben a, ß", ■/ und £?„', so sind demnach 
9) + ^' die Pctentialfanction und u + u', v + v', ui + w die Com- 
ponenten der Stromdichte fUr den Fall, dafa die locale elektro- 
motorische £raft dnrch die Componenten a-{-ti, ß + ^, y + y" und 
der Fotentialsprong durch E^^+E^^' bestimmt ist; d. h. es gilt das 
Snperpomtionsprincip. Entsprechen demnach die Functionen u,v,v> 
nnd u', v', u>' denselben Werthen a, ß, y und J^,, so stellen die 
Differenzen u — u', d — i/, w — w' di^enige Strömung dar, welche 
den Werthen a = ß '»y — E^^ = entspricht; daraus fcdgt aber 
nach (223), wie wir schon zeigten 

W — «'=» — »'=«1 — M)'=0 

d. h. die Stromdichte bestimmt sich eindeutig aus der Vertheilnng 
der elektromotorischen Kraft; in der Potendalfunction tp dagegen bleibt 
eine Constante unbestimmt; denn in den hier auftretenden Gleichungen 
kommen aufser der Differenz qo, — tp^ nur Differentialquotienten Tonqn 
TOr. Der Gnmd dafOr ist der, dafs msji dem stromleitenden System 
noch eine solche Oberäächenladung in beliebiger Stärke geben kann, 
deren Potentialfunction in ihm constant ist, welche also die StrSmung 
im Inneren nicht beeinflufst; aus demselben Grunde blieb oben auch 
die Dichte der OberSächenladung unbestimmt (siehe das Ende des 
vorigen Paragraphen). 

Im Gegensatz hierzu ist die Yertbeilong der elektromotorischen 
Ei^fte aus der Stromdichte allein nicht eindeutig zu ermitteln. 
Denn leiten sich a, ß, y ähnlich wie die Feldstärke aus einer ein- 
deutigen Potentialfunction x ^b, d. h. gelten Gleichungen wie 

„ _^ f, ^X ^ ^ 

dx' f " dy ' ' "" dx' 

Bo ist in (223) M, dl fUr alle geschlossenen Gurren 0, es ruft diese 
Yertheilung keinen Strom hervor. Äddirt man sie zu irgend einer 
anderen, so ändert sich die Stromdichte nicht. Erst wenn anJser 
u, V, u> auch noch (p gegeben ist, berechnet sich a, ß, y aus (221) 
«indentig. 
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Zam Schlula diesae Faragrapheo wollen vir nocli aaf die 
Analogie bioweisen, welche zwischen der Theorie des stationären 
elektriachen Strome and der der magnetisirbaren £ßrper besteht. 
In eiaam lieiter ohne elektromotorische Kraft gelten nach (220) 
and (220a] die Differentialgleichong 

and die Oberäächenbedingnng 



'6n, 



+ '.7 



in einem temporär magnetisirbaren Medium dagegen nach {204} 

Diese Oleichni^en stimmen Uberein, wenn man die Constanten r 
und 1 + 4 n X identiöcirt, während die fßr die magnetiscbe Potenüal- 
fonction an Ünstetigkeitsflächen geltende Stetigkeitsbedingnng qp, = ip^ 
als Specialfall der Gf^leidiung (221 a) 9>, — 9>i = E^^ erscheint Die 
Analogie bleibt aber aach bestehen, wenn man permanente Magnete 
and Leiter mit elektromotorischen Kräften mit einander in Parallele 
stellt, nnr muls man, da wir für die Magnete * •= setzen, dabei 
T = 1 wählen. Dann entsprechen die Oleicbnngen (222h) in der 
Tereinfacbten Form 

. da dß dy 

''''-e^+07 + ö^ 

ÖMj Ötl, "iT^ ■■ 

bis auf den Factor 4 ^ der ^ die Magneten gültigen Beziehung (193) 
und (193a) 

. . IdX d(i dv\ 

Der scheinbare unterschied zwischen den Grenzbedinganges rUhrt 
nur von der Annahme her, dafs sich in permanenten Magneten keine 
Unstetigkeitsäächen befinden. 

H. y. HBMHCO/ra, ThHTot. Pbjrik. Bd. IT. 80 
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Eüne Folge hieryon ist, dafs vir das Brechnngsgesetz der 
Kraftlinien an der Ghrenze temporär magnetiairbarer Medien un- 
mittelbar auf die Stromlinien übertragen kOnnen, welche die Be- 
rühnugsfläche bomogeoer Leiter passiren, sofern in ihnen keine 
elektromotorischen EriLfte auftreten. Bezeichnet &^ und &^ die 
Winkel, welche sie auf den beiden Seiten der Fläche mit den 
Normalen bilden, so ist [siehe (206]] 

tg,?,;tg*, = T,:r,. 
Nun kann das VerbältniTs T,:r| viele Zehnerpotenzen betragen, wenn 
der zweite Körper ein Metall, der erste ein Elektrolyt ist; dann ist 
nach dieser Gleichung tg ^j so klein, dafs d-^ fast gleich 0, d. h. die 
Stromlinie senkrecht zur Qrenzääche wird; auegenommen den Fall, 
dals tgi9-j sehr grofs, der Strom also im Metall fast parallel zur 
Grenzfläche fliefBi Man kann in Folge dessen für den ersten 
Leiter die Grenzfläche nahezu als Potentialniveanfläche betrachten, 
wodurch die mathematiBcbe Behandlung vieler Probleme unseres 
Gebietes wesentlich erleichtert wird (siehe § 60). 

Fine weitere Folge dieser Analogie ist, dals wir die oben be- 
handelten Fragen nach der Beeinflussung eines ursprünglich homo- 
genen magnetischen Feldes dorch eine hineingebrachte magnetisir- 
bare Kugel oder ein EUipsoid unmittelbar umdeuten können in die 
Probleme, wie sich die Stromvertheilung ändert, wenn man in einem 
anendlich ausgedehnten, von gleichmäfsig vertheiltem Strom durch- 
äossenen Leiter eine Kugel oder ein Ellipsoid aus anderem Material 
hineinbringt. Der dabei zu erfüllenden Oberflächenbedingong 

Vi— 9=0 =» const, 
welche an die Stelle der Stetigkeitsbedingung 

tritt, genügt man, wenn man zu (p^ noch diese Constante hinzofügt 
Es mag schon an dieser Stelle bemerkt werden, d&ls das 
ÜHH'sche Gesetz — Proportionalität zwischen der Stromdichte und 
der Beaultante aus Feldstärke und elektromotorischer Kraft — 
ganz allgemein gilt, allgemeiner noch als die hier angewandte 
Formulimng, welche die Existenz einer Potentialfunction Toranssetzt. 

g 69. Stromstärke und elektrischer Widerstand. 

Stromverthetlung In verzweigten Leltersystemen. 

Im Allgemeinen kann ein stationärer Strom auch dann bestehen, 

wenn das Leitersystem einen einfach zusammenhängenden Baum 

erfüllt, d. h. einen solchen, welcher dnrch einen Querschnitt in zwei 
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Tollständig getrennte Theile zerlegt vird. BerQhien sich z. B. in 
der dorcli den Funkt A in der F^r 19 angedeuteten Inme drei 
Terschiedene ESrper, so wird diese im Allgemeinen von einem Strom 
umkreist Bildet man dann fOr iigend einen Quersclmitt des ström- 
dorcMossenen Systems das Int^ral fjg^ds, so mafs man nach (218) 
den Werth erhalten, da dieser zusammen mit der einen oder 
anderen Hälfte der Grenze gegen die nichtleitende Umgebung eine 
geschlossene Oberääche bildet. 

Wir wollen, um solche Fälle auszuschlielsen, im Folgenden 
TOrausBetzen, dafs das stromführende Gebiet eines mindestens zwei- 
focb zusammeohängenden Eaum bildet, d. h. dafs zwei oder mehr 
Querscboitte notbwendig sind, nm ihn in Tollständig getrennte, ein- 
fach zusammenhängende Theile zn zerlegen. Das 
erstere ist z. B. der Fall, wenn man ein galvani- 
sches Element durch einen Draht schlierst, das 
letztere, wenn dieser selbst noch Abweigungen be- 
sitzt, wie etwa bei der WHBATBiOKE'schen Brücke. 
Femer wollen wir uns auf den in diesem Beispiel 
schon realisirten Fall beschicken, dals nur Trennnngsfiächen homo- 
gener Leiter als Sitz der elektromotorischen Kraft in Betracht 
kommen, and dals jede von ihnen einen Quersclmitt des leitenden 
Systems darstellt Dafs sich mehr als zwei verschiedene £örper in 
einer Linie berühren, ist hiemach ausgeschlossen. 

Bilden wir nun das Integral | fq^ ds iür eine geschlossene Flache, 
welche ans zwei Querschnitten eines anverzweigten Leiterstticks und 
aas dem dazwischen liegenden Theil der Oberfläche besteht, so 
messen nach (218) die auf die Querschnitte bezüglichen Theile davon 
einander entgegengesetzt gleich sein; legt man daher die Normale 
des einen nicht in das Innere dßs eingeschlossenen Baumes, soudem 
nach Aofaen, so haben die Integrale 

(224) 

für beide denselben Werth, den wir durch passende Wahl der 
Bicbtung von n stets positiv machen können. I ist eine von der 
Wahl des Querschnitts unabhängige, positive Oröfse, die Strom- 
stärke. Idt ist nach der Definition der Stromdichte q die den 
Querschnitt in der Zeit dt passirende Elektricitätsmenge. 

Wir wenden diesen Begriff zunächst auf einen linearen Leiter 
an, d. h. einen aolchen, welcher den folgenden Bedingungen genfigt: 



//'."•-■' 
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Seine L&nge and sein ErOmmiingBradins mafs gegen die Quer- 
dimensionen grofe, seine Leitföhigkeit anf jedem senkrechten Quer- 
Bchnitt Q constant sein. Q selbst darf zwar vei^derlicli sein, aber 
nur so langsam, daTa die Strömung QberaU als parallel der Aze des 
Leiters betrachtet werden kann. Dann ist die Stromdicbte auch anf 
den Qaerschnitten Q constant, während die Niveauäächen der 
PotentialfiinctioD mit ihnen zneammenlallen. Dasselbe soll von 
etwa vorhandenen elektromotoriBch wirksamen Flächen gelten, ihre 
Existenz ändert dann nichts daran, dafs alle Zustandsgröfsen nur 
FoDctiooeD der tos einem beliebigen Anfang gemesBenen Länge I 
des Leiters smd. Ein linearer Leiter ist mithin annähernd eine 
einzelne Stromröhre. 

Für ein yon zwei Qaerschnitten mit den Potentialen <p^ nnd (p^ 

begrenzte, St.ct eine, üneareo L^U„ belehnen w nnn fjL„, 
nach (221) ist 

2 

jl^il -<p,-<p, + B, 

wenn wir onter + E das der vorhandenen elektromotorischen Flächen 
wegen im Allgemeinen von verschiedene Integral jS^ dl verstehen. 
Non redacirt sich aber ftir einen Unearen Leiter Gleichung (224) anf 

I 
?. = ö' 
und / ist von l anabhängig, so daä 

2 

'/tö" - f' - »■> + ® (226) 

1 

wird; d. h. die StromsUlrke ist in einem Unearen Leiter proportional 
der Potential differenz an seinen Enden, vermehrt am die Summe der 
an den elektromotorisch wirksamen Flächen stattfindenden Potential- 
sprUnge. Den nur von den Dimensionen und der Leitfähigkeit ab- 
längenden Proportionalitätstactor 



-f^ 



■" (228a] 
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nennt man den elektrischeo Widerstand des Leiters. In dieser 
Gleichung und in der Bezieliung 

Iw= ,p^-(p^+ E {226 b) 

spricht sicti das OHH'sclLe Gesetz in seiner elementaren, auf lineare 
Leiter und stationäre StrSme bezogenen Form aus. Für einen 
bomogeneli Draht von constantem Querschnitt und der Länge l ist 

l_ 

"'" rO' 

Aus (22öa) folgt vermSge der Ideotitat 



JtQ^JtQ JxQ' 



d&Ts sich die Widerstände hinter dnander geschalteter Drähte 
addiren; eine Serie von n hinter einander liegende Drahtatacken 
hat den Widerstand 

Liegen dagegen die Enden mehrerer Drähte, für welche E den- 
selben Weitb hat, auf denselben zwei Niveauflächen <p — fi und 
9) = 9),, so gilt nach (226b) für die Stromstärke ^ und den Wider- 
stand tB^ in jedem von ihnen die Gleichung: 



j_-2lI 



.+« 



tax den gesammten durch sie flieisenden Strom 
also 

Diese Gleichung nimmt die Form der Gleichung (226 b), nämlich 

an, wenn man 

setzt Nach dieser Formel berechnet sich der Gesanimtwiderstand 
einer Gruppe parallel geschalteter Drähte; da die w^ nothwend^ 
positiv sind, ist w kleiner als jedes te^. 
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Ale ein Sjstem parallel gesclialteter, diesen Bedin^ngen ge- 
nügender linearer Leiter, nämlich als ein System von Stromröhren, 
ISXst eich nun jedes zwischen zwei NireauflächeB gelegene Stttck 
eines leitenden Körpers betrachten, wenn diese keine der elektro- 
motorisch wirksamen Flächen schneiden. Es muTs also au<^ hier 
eine Beziehung 

Iv> "1 y, — qo, + £ 

bestehen, welche den Widerstand id des betrachteten Körpers definirt. 
Zn seiner Berechnung bedarf man aber der Kenntnils von Lage und 
Form der beiden Niveaufl&chen, welche bei geometrisch gleichen 
Körpern noch sehr von der Art der Znleitungen dee Stromes ab- 
hängt Der Widerstand einer metallischen Kugel z. B., der man 
den Strom dorch zwei angelöthete Drähte zuführt, variirt stark mit 
der relativen Lage, der Gröfse and Form der Löthstellen. Nur beim 
linearen Leiter ßJlt diese Unbestimmtheit fort^ weil man bei ihm stets 
die senkrechten Querschnitte als Niveanäächen betrachten kann; aber 
auch einem galvanischen Element z. B., dessen Polklemmen fest an- 
gebracht sind, hat man einen bestimmt angebbaren Widerstand za- 
zuBchreiben. 

Atis den Q-leichnngen (218) und (225 b) leiten sich unmittelbar 
die KiBOSHOFF'Bchen Gesetze der Stromvertheilung in einem beliebig 
verzweigten System linearer Leiter ab; falls diese sich zu räum- 
lichen ausgedehnten Leitern erweitem, so kommt dies hier nicht in 
Betracht, wenn nur durch die Linearität der StromzufUhrungen die 
soeben besprochene Unbestimmtheit aufgehoben ist Die Yer- 
kuHpfongspunkte zweier oder mehrerer Drähte bezeichnen wir mit 
a, 6, e . . . ; je zwei von ihnen sollen durch eine beliebige Zahl von 
Drähten mit einander verbunden sein, im »ten von diesen äiefst 
von b nach a ein Strom von der Stärke 4"« , er passirt dabei elektro- 
motorische Flächen, an denen die PotentialsprUnge zusammen E^üX 
betragen und hat den elektrischen Widerstand v/a\ zu aberwinden. 
Man sieht, dafs nach diesen Definitionen 

ist Gleichung (218), angewandt anf die Umgebung des Knoten- 
punktes o, sagt nun ans: 

2* 2" ^-"i = (226) 

und Gleichung (226 b) liefert in Anwendung auf die nte Verbindung 
der Punkte (a) und (b): 

il'l wi"i = 9b~'Pc + ^«"i- (226a) 
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Als bekannt werden alle Wideretände and PotentiaUprUnge an- 
genommen, also die Gröfsen w'i und E^'y, zu ermitteln sind die Un- 
bekannten l'^l und ip^, ip^. . . . Ihre Anzahl ist gleich der Zahl 
der Dichte pluB der der Enotenpunkte. Dafür' giebt es aber auch 
soviel Gleichungen [228a] wie Drähte, nnd soviel Gleichungen (226) 
als Knotenpunkte, nur sind die letzteren nicht von einander on- 
abhängig. Yielmehr geht eine von ihnen vermöge der Identitäten 
/i"t = — ll"a aas der Summation der anderen hervor; denn hat man 
fllr alle Knotenpunkte mit einer einzigen Ausnahme ausgesprochen, 
daTs sich in ihnen keine Elektricität anhäuft, so ist dies fOr den 
letzten selbstveretfindlich. In Folge dessen bleibt eine ünbekaimte 
unbestimmt und nach dem im vortiergehenden Paragraphen bewie- 
senen allgemeinen Theorem ist dies einer der Wertbe rfg. Denn 
durch gegebene geometrische Verhältnisse und Leit&higkeiteo, d. h. 
Widerstände, nnd gegebene elektromotorische Kräfte ist zwar die 
Stromdichte, also auch die Stromstärke, eindeutig, die Potential- 
function aber nor bis anf eine Gonstante bestimmt. 

Die KiBOHHOEF'Bchen Regeln enthalten nnmittelbar die Theorie 
der zur Ye^leichung von Widerständen und elektromotonscben 
Krilften dienenden WHEATSTosB'acben BrQcke. Da in ihnen nur 
die Producte Iw auftreten, braucht mau dec Widerstand des Gal- 
vanometerzweiges, auf dessen Stromlosigkeit eingestellt wird, nicht 
zn kennen. 



§ 60. Beispiele fUr die Berechnung des Widerstandes 
räumlich ausgedehnter Leiter. 

Bekanntlich dient in der Telegraphie zor Bückleitung des elek- 
trischen Stromes die EIrde, in welche man an den Telegraphen- 
Stationen metallische Elektroden versenkt Wir wollen den Wider- 
stand dieser Bückleitimg berechnen; nach den Erörterungen des 
vorbeigehenden Paragraphen haben wir dabei einen weitgehenden 
Einfluffl von Form und Gröfse der Elektroden zu erwarten. Frei- 
lich müssen wir, um die Au^be überhaupt stellen zu können, die 
Leitfähigkeit des Erdkörpers als überall constant futsehen; femer 
wollen wir [was wenig ausmacht) die Erdoberflädie als Ebene be- 
trachten. 

Als Ellektroden denken wir uns zunädist zwei metaUische 
Kugeln vom Badius ü^ welche zur Hälfte in der Erde stecken. Ihre 
Leitfähigkeit ist gegen die der Fxde so grofs, äsJs man ihre Ober- 
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flächen nach § 56 als NiTeanflächen betrachten kann. Die Poteatial- 
foDction if mufs dann in der Erde der Differentialgleichnng J9>i=0, 
an den beiden Halbkugelflächen der Bedingung ^ = conat und an 
der Erdoberfläche, d. h. einer durch die Kugelmittelpnnkte gehenden 

Ebene der Gleichung ~~ >= genügen. Dazu tritt noch die For- 
derung, dafs der durch die eine Kugel eintretende Strom gleich 
dem durch die andere austretenden sein soll ; d. h. bilden vir das 
Integral 

//'■.— '//I^/' 

für die beiden Halbkugelflächen, ao mOssen wir entgegengesetzt 
gleiche Werthe erhalten. 

Wir wollen die Rechnung nur füx den Fall dorchfllhren, dafs 
die Engeln soweit von einander entfernt sind, dafs keine die Strom- 
vertheilung in der Umgehung der anderen mehr beeinflufst; dann 
können wir den Ansatz 

y.«(i-l) (227) 

machen, wo r^, r^ die Abstände eines Punktes von den Mittelpunkten 

der Engeln bedeuten; a ist eine Constante. Die Bedingung -^ = 

ist aus Symmetrie fttr jede die beiden Kugelmittelpunkte enthaltende 
Ebene erffillt, und ana der Art, wie r^ und r^ auftreten, geht 

unmittelbar hervor, dab / / -J- ds für beide Flächen entgegengesetzt 

gleiche Werthe annimmt Der Oberflächenhedingung ^ = const ist 

insofern genUgt, als — auf der zweiten, — auf der ersten Eugel- 

fiäche vemachläsaigt werden kann; die Potentialfunction hat hier 
die Werthe: 



Die PotentialdifFerenz zwischen beiden Kugeln ist also 



§ eo DER WIDERSTAND AUSGEDEHNTER LEITER. 313 

und die Stromstärke beträgt 

wo die Integration ftber die halbe Fläche der ersten Eagel auBzn- 
fUhren ist; also 

/-2b«t; 

der Widerstand w der Erdleitong ist denmaoh 

/ «TÄ' 

also unabhängig vom Abstand der ISektroden und umgekehrt pro- 
portional zu ihrem Radius. 

Besonders deutlich tritt der E^BuTs der Elektroden berror, 
wenn man ihre Form ändert und z. B. zwei lange, senkrecht im 
Boden steckende Drähte zur Stromznfllhruiig verwendet Ein solcher 
Draht läTst sich annähernd als Botationsellipsoid mit einem Wertbe 
von ff, welcher nur wenig grSfser als 1 ist, betracbteo, denn im 
Grenz&Il a = 1 geht das durch die G-leichung 

^' , y'+*' , 

a'ff»"^ a»{<r»-l)" 

dargestellte ESlipaoid in die Verbindungslinie der Punkte a; ■= ± o 
Aber. Wir stellen daher unsere Frage zunächst fOr den Fall zweier 
gleicher verlängerter Rotationsellipsoide, welche mit der ausgezeich- 
neten Axe senkrecht und genau zur Hälfte im Erdboden stecken. 

Der Grenzbedingung -^ = fOr die Erdoberfläche ist dann wiederum 

durch Symmetrie genagt 

Bezeichnen wir mit tr,, r,, i^^j die auf das erste Ellipsoid be- 
zogenen elliptischen Coordinateu eines Punktes, mit «7,, t,, &j die 
analogen, auf das andere Ellipsoid bezogenen GrOlsen, so entspricht 
dem Ansatz (227) die Gleichung: 

denn daTs hier J^i = 0, folgt aus § 45a Gleichung (177b). Da wir 
femer auch hier den Abstand als praktisch unendlich grofs be- 
trachten wollen, ist der erste dieser Terme auf dem zweiten, der 
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zweite aaf dem ereten Ellipsoid zu vemacUässigeii; und aach hier 
erkennt man ohne weitere Rechoung, dalä / / -ß-ä« ^ ^e i^ der 

Erde steckenden Hälften der beiden EUipsoidoberSächen bis aufs 
Vorzeichen gleiche Werthe ei^ebt 

Sind (Tj <= (/ nnd a^ = t' die Gleicbnngeii dieser Oberflächen, 
so ist 

y,-y, = 2«log ^._^ 

die Potentialdi£Fereiiz zwischen ihnen. 

Zur Bereclmni:^ der Stromstärke könnten wir ebenso verfahren 

wie oben und das Integral — t / j -^ da für die Fläche der 

ersten Elektrode berechnen. Bequemer ist es aber, fo eine andere 
Fläche diese Integration ansziifllhren; diese mnfs nur die beiden 
EUipsoide too einander trennen. Wir wählen zweckmäfaig dazu die 
in der Erde liegende Hälfte einer am den Mittelpunkt des ersten 
Ellipsoides beschriebenen Kugel von dem sehr grolsen 'Radius R 
Diese läfst sich nach den Erörterungen in § 63 als ein Ellipsoid 

mit dem sehr grofsen Wertb a^ = — aofEassen; denn atr^ ist im 

Unendlichen der Abstand vom Mittelpunkt des EUipsoides. Der eine 

Summand in Gleichung (228), alog — ? - , geht auf ihr ober in 

2« _ 2aa 
~ffj R ' 

während der andere nicht berDcksichtigt zu werden braucht Denn 
er ist die Potentialfiinction einer auf dem zweiten, von der Eugel 

ausgeschlossenen Ellipsoid liegenden Ladung, und ä& — j jda ^-^ , 

erstreckt Über die ganze Engel, die von ihr umschlossene Ladung 
mirst [siehe § 22 Gleichung (78d)], so ist der Theil dieses Integrals 
Null, welcher von der erstgenannten Ladung herrOhil Aus 
Symmetriegründen gilt dasselbe für unser nur über die Halbkugel 
zn bildendes Integral Also ist 

,1 



^II'-^r-'""ff" 



«4 
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und der Widerstand 

Ol, — «, 1 . o' +1 

V>- X l_ Z* .„ -log— j r-- 

I 2«ar ff — 1 

Die Länge der halben BotatioDsaxe des E^psoides beb^gt a </, 
die der beiden anderen Halbaxen a ya' — l. lAfet man das Ellipsoid 
zum Draht aasarten, indem man a' bis nahe an den Werth 1 
abnehmen lälet, so wird a die Länge des in die Erde versenkten 
Drahtstückes, aya"— 1 sein ßadins p, ond man kann angenähert 

g«(g-+ 1)1 igt 

a'jff-»-!) -"^ 

1 , 2a 
w = — ^log — : 

OTTO ° Q 

der Widerstand nimmt also schlierslich Ober alle Grenzen zn, wenn 
man bei constanter I^lnge den Durchmesser immer geringer wählt; 
«r sollte sich dagegen bei gegebenem Querschnitt durch Verläagerung 
des Drahtes nach dieser Formel unter jeden Werth herabdrücken 
lassen. Man mnfs aber bedenken, dafs man a nicht immer weiter 
wachsen lassen kann, ohne an eine Grenze zn kommen, an welcher 
die physikalische Bedeutung iinserer Lösting aufh&rt; denn einmal 
kann bei extrem langen Diäten auch bei noch so grofsem unter- 
schied der Leitfähigkeiten die Oberfläche nicht mehr als Niyeau- 
fläche gelten (ygL § 58), und zweitens muTs a gegen den Abstand 
der Drähte klein bleiben, weil nur unter dieser Voraussetzung 
unser Ansatz fOr 9) der Bedingung ip ^ const auf ihnen genUgt 



-§ 61. Der Energieumsatz staUonSrer Ströme. Dimensionen. 

Wir fanden in § 54, dafs die Energie eines Condensators von 
der Capazit&t C 

ist, wenn ± e die Ladungen der beiden Platten sind. Stellt man 
zwischen diesen eine leitende Verbindung her, so entsteht in ihr 
unter dem Einöufs ihrer Poteotialdifferenz 



P — P = -^ 
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ein elektriacher Strom, dessen Stärke / eich dnrcb Yergrörseraiig 
des Widerstandes beliebig herabsetzen lälst Da aber nach der 
Definition der Stromstärite 

dt 

ist, vei^ndem sich dann Ladung und Potentialdifferenz schliefslich 
so langsam, daSs man den Strom für beträchtliche Zeiti^ame als 
stationär betrachten kann, obwohl er ja schliefslich mit verschwinden- 
der Ladang erlöschen moTs. Die elektrische Energie nimmt in der 
Zeit dt tun 

ab; dasselbe Energieqaantnm mnfs dem Ekiergiepiincip zu Folge 
irgendwo in anderer Form wieder auftauchen. Erfabrongsgemäfs 
entsteht es in der leitenden Verbindung nnd zwar, wenn diese 
homogen ist, als JouLE'sche Wärme. 

Schliersen wir nun von diesem mit beliebiger Annäherung 
stationär zu machenden Strom auf einen streng stationären. FOr 
den Theil einer Stromröhre, welcher von den (nicht nothwendig 
senkrechten} Querschnitten d«j und ds^ begrenzt wird, ist die Strom- 
stärke gleich 

dem Betrage (i*, — P,)I, entspricht flir sie also der Ausdruck 

Für ein beliebig begrenztes Haumstfick folgt daraus durch Summa- 
tion tkber alle Stromröhren 

J = jjda(pq^^ (229) 

als der Betrag der in der Zeiteinheit in nicht^elektiischer Form 
entstehenden Energie. 

Nach dem GBEEN'schen Satz und nach Gleichung (218a) ist nun 
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wobei das Flächeniategral nicht aar über die Begrenztmg des Inte- 
gratioDsranmes, sondern auch Ober die etwa TorhandeneD unstetig- 
keitsflächen Ton <p zu bilden ist Da an den letztereo q fOr beide 
Seiten entgegengesetzte gleiche Werthe hat, so wird nach (229) 
Dnd (221a) 

wenn die Nonnale n als Tom Körper 1 nach 2 weisend angenommen 
wird. Andere Formen derselben Gleichung, die man erhält, wenn 
man an Stelle der Potentialfanction die elektrische Kraft S oder 
nach (221) die elektromotorische Kraft S einiUbrt, sind 

J = fffqtScoa^s^dx dvdz - fCdsE^^q, (229b) 

und 

J~ jjn^-qScoB(qS)\dxdydz- jjdaE^,q^. (229c) 

In Anwendung auf das ganze stromfObreDde Leitersystem sagt 
Gleichung (229) aus: /= 0, da an seiner Grenze J^ =■ ist; der 
Strom vermittelt also nur zwischen Terschiedenen Theilen des leiten- 
den Systems einen Energietransport, er fahrt aber von Au&en keine 
Energie hinein. Wären keine elektromotorischen Kräfte vorhanden, 
so würde aber J=0 nach (229c) ^ = fordern; wir finden hier 
also bestätigt, daTs elektromotorische Kräfte zur Erhaltung stationärer 
Strömung nothwendig sind; sie müssen die Ekiet^e prodaciren, 
welche der Strom als JouLB'scbe Wärme über das leitende System 
verteilt; nur wo co8(f(5)< 0, wo die Strömung also vom niederen 
zum höheren Potential führt, haben in 229b die Integrauden 
9 S cos (9, (5) und — £,, q^ = (qo, — y»)?, die negativen Werthe, 
welche wegen / ~ im vollständigen Stromgebiet vorkommen müssen. 

Wir unterscheiden in Gleichung (229c) die beiden Summanden 

Jj = fjf-^dxdydx, (229d) 

welcher unabhängig von der Stromricbtnng stets positiv ist, and 

J,-— CCfqScos{q,3)dxdsd»-ffdsEi,q^, (229e) 

welcher bei Umkehrung der Stromrichtong sein Zeichen wechselt 
/, ist die JocLE'Bcbe Wärme; für einen linearen Letter, bei dem 



dxdydz=Qdl nui q 
(225b) aos der Gleicliaiig 



ZWEITEE THEIL. 
J 



^.-/^- 



= Hfl -<p, + ^); 



fUr ein System parallel geschalteter linearer Leiter, fDr welche 
7] ~~ 9'> + -^ deneelbeiL Werth hat (vgl. § 59), ist aber die geBammte 
JouLB'ache Wärme 

J^ - (^i - y, - ^2^ - /(Vi - 9>, - ^ =. I*w, (229f) 

daher gilt diese Formel auch für körperlich ausgedehnte Leiter, 
natürlich mit den Beechiänknngen, unter welchen wir bei ihnen von 
Stromstärke und Widerstand überhaupt nur reden können. In der 
Gtleichnng (Ox /, stellt das PläcbeniDtegral — IjdsEi^q^ ein an 
UnstetigkeitsSächen &eiwerdendes oder yerbrauchtes Eneigie<iuantum 
dar, welches als Peltierwärme und, wenn mindestens der eine Leiter 
ein Elektrolyt ist, auch als die zu chemischen Umsetzungen nfithige 
Energie auftritt; das Raamintegral — fng3coB{qS)dxdydz weist 
auf die in elektrolytischen Lösungen mit dem Stromdurchgang ver- 
knüpften Concentrationsänderungen und auf den in chemisch 
homogenen, aber ungleich temperirten Metallen auftretenden 
ThomsonefTect hin. 

Wir schliefsen diesen Paragraphen mit der Ableitung eines 
Reciprocitätesatzes. In einem leitenden System ohne locale elektro- 
motorische Kräfte liege eine Anzahl elektromotorisch wirksamer 
Flächen a, ß, y • • • mit den Potentialsprüngen E^, Eß, £>•••; 
jede von ihnen möge für sich allein die Stromdichte q^, q^, q^ 
herrorrafen, die zugehörigen PotentiaJfnnctionen sollen ^„, tp^ , . , 
sein. Die geaammte Stromdichte ist nach dem Superpositions- 
princip qa+ qß+ qy • ■ Wir berechnen nun nach dem GtBEEH'scheD 
Satz das Ober daa ganze Stromgebiet ausznfOhrende Integral 

welches wegen (221 a) sowohl gleich dem fOr die Fläche te zn 
bildenden Ltt^ral — j j dsE^ qß^, als auch gleich dem entsprechen- 
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den Integral für /9, — ffdsEßqa^ ist. Dies sind aber die Eiiergie- 

fi 
betrage, welche einerseits der tob a erzeugte Strom an ß, anderer- 
seits der TOQ ß herrorgerufene an «: als Peltierw&nue absetzt. Die 
TOD der einen Fläche der anderen zugesandten Energiemengen sind 
also gleich. 

Was die Dimensionen der in diesem Abschnitt neu eingeführten 
Gr&l&en anbelaitgt, so ist Idt nach § 59 eine Elektricitätemenge, also 

I = IM^ L^ T-*]; 

die Stromdichte q ist beim linearen Leiter gleich -rz, demnach 

q = [M^ L~ ^ r^. 

J^ — i*ut ist nach (229 f] die pro Zeiteinheit entwickelte JonLE'sche 
Wärme, daraus folgt tär den Widerstand: 

und da endlich beim linearen homogenenen Leiter von conatantem 
l 
Q 



Dritter Theil. 

Elektromagnetisohe Weohselwirkongen. 

Erster AbBChnitt 
Du msgnetlsehe Feld statloiülrer elektrlsoher StrOme. 

g 62. Das ma^etische Feld linearer Strame, dargesteUt mit 
Hülfe Ampöre'scher Flächen. 

In dem Torhe^ehenden Abschnitt haben wir nur das elektrische 
Feld stationärer Ströme beBprochen. Wie zuerst Oested tind 
AjupfiRB fanden. Oben solche aber auch magnetische Wirkungen aus. 
Am einiachsten gestalten sich die Verhältnisse beim linearen 
Strom, in dessen Umgebung sich zunächst weder ein permanenter 
Magnet noch ein magnetisirbarer Körper befinden soll. Eh- wird 
von geschlossenen magnetischen Kraft- 
linien umkreist; sind in Fignr 20 die 
Funkte 1 und 2 die Durchstofspunkte 
des Stromkreises durch die Zeichen- 
ebene, und filefst der Strom in 1 von 
Fig. 20. unten nach oben, in 2 dagegen Ton 

oben nach nuten, so geben die um 
eie herum geftthrten, mit Bichtungssinn Tersehenen Curren qualitatiT 
den Verlauf der EraftUnien an. Wie man aus ihr sieht, läfst 
sich der Bichtungssinn der Umkreisung durch die AvpftBB'sche 
Regel angeben, welche aussagt, dafs ein in Eichtung des elektrischen 
Stroms Schwimmender die magnetischen Kraftlinien ron rechts nach 
links Tor sich vorüberziehen sieht 

Ein magnetischea Feld mit geschlossenen ErafUinien läfst sich 
nicht durch eine Potentialfunction darstellen; das letztere ist nur 
möglich, wenn das Linienintegral der Eraft für jede geschlossene 
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ünrre Terschwindet. Hier ist es aber offenbar tod Null Tenchieden, 
wenn man ea für eine der gescblossenen Kraftlinien bildet Nun 
vollen wir aber znnäcfast einmal festsetzen, dalä wir nur solche ge- 
schlossene Ciiiren in Betracht ziehen, welche eine bestiininte, Tom 
Stromkreis umrandete, sonst aber beliebig ausgewählte Fläche nicht 
durchsetzen. Die ErfahruDg zeigt, dafs ftlr alle diese das Linien- 
integral Null ist Nun macht aber die genannte Fläche — man 
nennt sie die AMF&RE'sche — ans dem den Stromkreis umgeben- 
den zweifach zusammenhängenden Baum einen einfach zusammen- 
hilngenden. In dem letzteren können wir also die magnetische 
Kraft wiederum ans einer Potentialfunction ableiten. Ad der 
AMFfiRB'schen Fläche findet dabei natürlich ein Potentiahprung 
vtatt; die fraghche Potenüalfnnction ist also die einer Doppelschicbt. 
Nun ist die Kraft an diesem physikalisch g&r nicht vorhandenen 
(Gebilde selbstverständlich ebenso stetig, wie an anderen Stellen des 
Raumes. Nach § 19 hätte eine Doppelääche von veränderlichem 
Moment aber Unstetigkeit der TangentialcomponenteD zur Folge. 
Der lineare elektrische Strom ist also einer Doppelfläcbe von cod- 
stantem Moment äquivalent. 

Nur in einem Punkte versagt die Aequivalenz. Stellt man sich 
die Doppelschicht als aus zwei entgegengesetzt gleich geladenen 
Flächen bestehend vor, so findet man ßlr das Linieniotegral der 
magnetischen Kraft auch dann den Werth 0, wenn der geschlossene 
Integrationsweg die FlSche durchsetzt Das Gnrvenstäck zwischen 
den Belegungen compensirt alle Übrigen, denn wenn man die Be- 
legungen bei constantem Moment immer näher an einander rücken 
läfst, so nimmt auch die Kraft in dem Zvrischenraume über alle 
Grenzen zu. Dagegen ist die Feldstärke in der AirpliBB'schen Fläche 
natürlich ebenso wie sonst im Raum endlich. Will man also die 
Beitiehung, dafs die Differenz der Potentialwerthe im Anfangs- und 
Endpunkt dem Linienintegral der Kraft gleich ist, beim linearen 
Strom allgemein au&echt erhalten, so muls man jedesmal, wenn der 
liitegrationsweg die AMPäsE'sche Fläche durchsetzt, zur Fotential- 
fbnction eine Constante hinzuftlgen, welche dem an ihr stattfindenden 
Potentialspnmg an Gtröfse gleich ist; welches Vorzeichen man ihr 
zu geben hat, hängt von dem Sinn ab, in welchem man die Fläche 
durchschreitet Dann wird die Potentialfunction zwar überall stetig, 
aber um. ganze Vielfache dieser Constanten mehrdeutig. Wir werden 
im Folgenden der eindeutigen PotentialftinctioD der äquivalenten 
Doppelschicht meist den Vorzug geben; da vrir diese, abgesehen 
von der Kandcnrve, behebig wählen können, dürfen wir den Punkt, 
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in wdcbem vir das magnetiBche Feld ontersucheD, stets als aufser- 
halb der Fläche befindlich ansehen. 

Die Fotentialfnnction einer Doppelääche haben wir schon in 
§ Ifl berechnet; wir wollen sie aber, um einen anderen Weg kennen 
zu lernen, hier uoch einmal aus dem G^BEEM'schen Satz ableiten. 
Da magnetische Ladungen nirgends auftreten, mafs sie aberall der 
Differentialgleichnng 

genügen und abgesehen von dem Sprung an der Doppelfläcbe, den 
wir in Anschlufs an früher gebrauchte Bezeichuungen mit 4 n 3)1 
bezeichnen, endlich und stetig sein. Das letztere gilt auch fUr ihre 
Ableitungen, freilich mit Ausnahme der 7om elektrischen Strom 
durcbflossenen Curve. Denn berechnen wir das Linienintegral 
der magnetischen Kraft fOr einen Kreis vom kleinen Radius p, 
dessen Mittelpunkt in der Stromcurve liegt und dessen Ebene zu 
der Bichtung der Curve in diesem Punkt senkrecht ist, so mufs 
man nach dem Gesagten den allen die Stromcurve umschlingenden 
IntegratJonswegen gemeinsamen, also von p unabhängigen Wertb 
finden. Dazu ist erforderlich, dafs die in der Peripherie liegende 

Componente der Kraft mit abnehmendem q wächst wie - . Da- 
gegen bleibt die in Bichtung von p weisende Componente endlich 
und stetig; bilden wir nämlich für die Oberfläche eines die Strom- 
corve umgebenden Fadens TOm Badius p das Fläcbenintegral 



H-'^rfh'^' 



so muTs es, da die Stromcuire wegen der Aequivalenz des Stromes 
mit einer Doppetfläche keine magnetische Ladung trägt, Null sein. 

Würde aber ^- für sehr kleine Werthe von p sehr grofs, so müTste 

es für die ganze Fadenfläcbe aus Symmetrie dasselbe Vorzeichen 
haben, das Integral wäre also sicher Ton Null verschieden. Daraus 

ist zu schliefsen, dafe -^ auch bei behebiger Annäherung au die 

Stromcnrve endlich bleibt Schlie&hch mufs tp im Unendlichen 

mindestens wie -^ Kuli -werden, seine Ableitungen mindestens 

1 
wie^. 
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Wir wenden die GitEEH'sche ümformang anf das über den ge- 
sammten ßaum gebildete Integral 

an, vo 

»■ == V(a= - D* + (y - n? + (« - ö' 

ist; auBzoscblielsen Bind nor die Unstetigkeitastellen der Functionen 

tp and - und ibrer Ableitnngen. Dementsprechend sind als Grenzen 

des Int^rationsgebietea zn betracbten 1. die beiden Seiten der 
Doppelscbicht; ^I. die Oberfläcbe des die StromciuTe umgebeDden 
Fadens, dessen Sadius q man scblielsUcb anter alle Ganzen ab- 
nebmen lälst; 3. eine Kugel vom Badius (> om den Unstatigkeita- 

pnnkt I, 1}, ^ der Function - , auch hier geht man schlieMich znr 

Grenze {> >■ ttber; 4. die unendlich ferne Fläche, diese spielt 
aber wegen der Voraussetzungen über das Verhalten von tp anf 
ihr keine Rolle. 

Das genannte Baumintegral ist nun wegen J ^i » gleich 



-H^ 






e- 



-Ij"fei 



», ist die in das Integrationsgebiet hinein weisende Normale. Beide 
Integrale sind für die gesammte Begrenzung zu bilden. In dem 
ersteren yerschwindet der Antheil der Doppeltoche, weil auf ihren 

b^den Seiten - denselben, -^ entgegengesetzt gleiche Werthe hat; 

es verschwindet ebenso der Äntheil der Fadenoberfläche im Grenz- 
£aU p ^0, weil dann die Ausdehnung des Integrationsgebietes 
wird, and die zu integrirende Function 

1 dip l dtf 
r dn, r dp 
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endlich bleibt; es Terschwindet endlicb ancb der Antheil der um 
den Paukt f, ^, ^ beBcbhebeaen Kogelfl&che, weil dort 

(dae letztere Integral soll über das Yolamen der Engel anagefnhrt 
werden) wegen Jip ^0 Terschwindet Darans folgt dafs ancb 

II" f Sir-" 

ist Hier betAgt aber der Äntbeil der Doppelfl&cbe 



(^'-'^^•'öf = ^"^//^ 



dn 



wenn die Normale n von der negativ geladenen Seite 1 za der 
poBitiTen Seite 2 weist; der Antheil der Fadenääche Terschwindet 
freilich im Qrenzfall wieder, da auch hier der Integrand endlich 
bleibt; dagegen liefert die Engel im Grenzfall ^ <= den Beitrag 



d 



80 dafe man die Gleichung 



Vt.^.c^-^Jf" 



d 
d 



dn 



erhält; sie ist identiach mit (68). 

Bas Flächenintegral in dieser Formel ist Über die ÄMPiss'sche 
Fläche zu bilden, deren Form und Lage, von der KaDdcuire ab- 
gesehen, wülkürlLGb ist Das Integral darf also nur von der letzteren 
abhängen. In Atof That ist 



— da cos (r, n) ist aber die Projection TOn da aof eine um den 
Fnnkt |, i;, ^ bescbriebene, durch den Ort toh da hindurchgehende 
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Kugelfläche, pCoa(r, n) defshalb der körperliche Winkel dQ, 

unter dem da vom Punkt |, tj, ^ ans gesehen wird, nnd zwar ist 
du positiT, wenn da diesem Poskt die positiT geladene Seite 2 
zuweist; denn dann ist coB(r,»)<0. Führt man die Integration 
ftber dQ ans, so findet man unter Fortlassung des jetzt OberflOasigen 
Index von <p 

i/> = fBt£i, (230a) 

wo Q die gesammte perspectirische Ansdehunng oder den kSrper- 
liehen Winkel (Eegelecke) der ÄMPfiBB'schen Fläche für einen Be- 
obachter im Funkt f, i], ^ be- 
deutet Flächenelemente ds, welche 
wie in Figur 21 die Elemente ds^ 
nnd ds^ unter gleichen, aber mit 
entgegengesetztem Yorzeichen zu 
nehmenden Winkeln d Q erscheinen, 
heben sieb bei dieser Integration 
g^enseitig an£ Daher hät^t Ü 
thatsächlich nur von der Form 
imd Lage der Stromcnrre ab. Ist Fig. si. £1g. 2S. 

ß' der Werth, dem Q zustrebt, 

wenn man sich einem Fnnkt der AHPfeBB'sdien Fläche von der 
positiven Seite beliebig nähert, so ist (siehe Figur 22] 

ß" = - (4 ff - ß-) 

der Qrenzwerth ftlr eine Annäherung von der negativen Seite her. 
Der Fotentialspmng beträgt demnach 

Sm(fl'-ß") = 4«9K, 

was uns zom Ansgangspnnkt unserer Betrachtung zurQckfÜhrt 

Noch eine andere Deutung lälst Gleichung (230) za. — ist die 

FotentiaUimction eines magnetischen Einheitspoles im Funkt |, v, & 

iL 

3 — also die von der negativen zur positiven Seite der AHFasE*- 

scheu Fläche weisende Componente seiner Feldstärke und 




.//. 
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die Anzahl der ErafÜmien, welche er tod der positiven zur negatiTeD 
Seite dorch die AHFfias'sche Fläche entseiidet; als positiT zählt also 
eine ErafUinie, wenn sie in der eDtgegengesetzteD Bichtnng wie die 
vom Strom herrührenden Kraftlinien die Fläche durchdringt; Kraft- 
linien, welche sie zweimal in entgegengesetztem Sinne scbsadeo, 
zählen nicht mit. Gleichung (230) sagt also ans, dafs (p der 
Anzahl der Kraftlinien proportional ist, die ein Einheitapol im 
Punkt |, i;, ^ durch die Stromcurre hindurch schickt. Da das 
Potential einer Reihe von Magnetpolen m in Bezug auf das magne- 
tische Feld des Stromes 

ö — 

ist, so ist sie ebenfalls proportional zu der Anzald der Kraftlinien, 
welche das magnetische System durch die Stromcarve sendet Arbeit 
wird nur bei einer Yenückung geleistet, welche die Zahl dieser 
KraftUoieD verändert; ihr Betrag wird durch —SP gemessen. 

Schon in § 52 haben wir gezeigt, dals die Energie der Wectuel- 
wirkong eines elektrisch polarisirten Körpers mit einem elektrischen 
Felde 

beträgt Anf das Gebiet der permanenten Magnete fibertragen, lautet 
dieser Ausdruck: 



m\ 



im 



^^^Z^'i^V'^'^- 



er geht durch eine schon in § 54 benutzte partielle Integration 
unter Berfickaichtigang von (IdS) fiber in: 

— / / / V /*'<*"! '^»*'«+ / \ds<fm!. 

Versteht man unter ip die Potentialfnnction eines linearen Stromes, 
anter /»' und m' die scheinbare L&dong eines Magneten, so giebt 
der letztere Ausdruck die potentielle Energie ihrer Wechselwirkung. 
Wie wir nun soeben sahen, ist (f> mehrwerthig, wenn wir volle 
Umläufe um die Stromcurve mit in Betracht ziehen; filhren wir den 
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Magneten einmal am den Strom hemm in seine alte Lage, so durch- 
Bchneidet jeder Theil von ihm einmal die AupfiBE'sche Fläche, so dafs 
in der letzten Gleichung UheraU die Constante ±4^Wl va ip hinzu- 
gefügt werden moTs. Dadurch wird aber F nicht geändert, da nach 
§ 49 die geflammt« freie Ladung des Magneten 



I i jlt'dxdydx + j i dam' ~0 




iet P ist also trotzdem eiowerthig, d. h. eine dauernde Ereia- 
bewegong des Magneten um den Strom kann nicht von selbst 
eintreten. 

Anders aber, wenn sich ein Theil des Stromleiters mit den 
Magneten bewegt In Fignr 23 sollen JT, und E^ zwei metallische, 
kreisförmige und gleichgrofse Gleitschienec 
sein, denen der Strom durch die Drähte D, 
und Dj zugeführt wird, tlm ihre gemeinsame 
Axe Ä kann der Magnet M rotiren, dessen 
positives Ende zwischen den Qleitschienen 
liegt, während sein negatives Ende sich noch 
über der oberen von ihnen befindet Die 
Drähte d^ und d^ sind mit ihm fest ver- 
bunden; sie gleiten auf E^ und K^ und 
BchUefBen den Strom durch die ebenfalls 
leitende Aze. 

Die AMPftBE'sohe Fläche ist hier deformir- 
bar; rechnet man zu ihr das Rechteck, von 
dem d^, A and d^ drei Seiten sind, so besteht ihre Deformation 
darin, da& sie sidi bei einer Drehung der beweglichen Theile des 
Apparates um St&cke der durch K^ und K, gehenden Cylinderfläche 
vei^^bert oder verkleinert Bei einer vollen Umdrehung kommt 
die ganze CylinderHächa einmal hinzu. Für einen am poaitiTen 
Ehide des Magneten befindlichen Beobachter nimmt ihre perspec- 
tivische Ausdehnung £i dabei zu, und zwar &st um ±4n, wenn 
der Gylinder recht lang und schmal ist, so dafs seine Grundflächen in 
ihrer perspectivischen Ausdehnung verschwindend klein sind; b&- 
findet sich der Beschaaer aber am negativen Ende, so ändert sich Q 
für 'ihn fast gar nicht Für den einen Theil des Magneten ist 
demnach 

mehrwerthig, für den anderen nicht Dann ist auch P mehrwerthig 
und bann bei dauernder Rotation in infinitum abnehmen; die 



Kg. 23. 
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ponderomotoriBcheB Krilfte, welche eteta eine Abnahme von P 
herbeizuführen atreben, fähren mithin den Magneten dauernd im 
Kreis herum. 

Um schliefBlich ein Beispiel f&r die Yerwendung tod (230a) za 
geben, fragen wir nach der magnetischen Kraft, welche ein Kreis- 
Strom Tom Badios R in einem Punkt seiner Axe hervorruft. Sie 
kann aus Symmetrie nur in der Richtung der Äze liegen; daher 
brauchen wir (p auch nur fbr Funkte der Aze zu bestimmen. Ist | 
der Abstand eines solchen vom Ereismittelpunkt, so ist 



der Winkel, welchen der von ihm nach einem Ptmkt der Stromcorve 
gezogene Radiusvector mit der Axe bildet, so dafe 



''"•S" 



«da = 2n(l-C08ß)= 2n 1- 



(B=5mß«2«9B 1 
und die magnetische Feldstäriie 

wird. Bei der Tangentenbassole benutzt man diese Gleichung zur 
Bestimmung von Ißt, indem man die Ebene des Kreisstromes in den 
magnetischen Meridian stellt und mit Hülfe einer kleinen Magnet- 
nadel die Richtung der Resultante aus der bekannten Horizontal- 
intensität des erdmagnetiscben Feldes und der magnetischen Kraft 
des Stroms beobachtet. Der Winkel zwischen ihr und dem Meridian 
giebt in seiner Tangente das Yerhältnifs der beiden Kräfte an. 

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Stromstärke definirt 
als die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt des Stromleiters 
hindurchgehende Elektricitätsmenge. Daraus ergiebt sich eine Mög- 
lichkeit, die Stromstärke elektrostatisch zn messen, da wir JSlektricitäts- 
mengen in absolutem Maals bestimmen können. Eine andere 
Methode, Stromstärken wenigstens relativ zu messen, beruht auf dem 
FAKASAT'schen Gesetz, daTs die Quantität der an der Grenze elektro- 
lytiBcher Leiter ausgeschiedenen StoSe der bindurchgesandten Elek- 
tricitätsmenge, also der Stromstärke und der Zeit proportional ist, 
während welcher der Strom wirkte. Unabhängig davon können wir 
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jetzt dea Strom durch seine magnetiBchen WirkoDgeo bestimmen. 
Das sogeoannte elektromagnetisclie Haarssystem setzt seine Intensität 
gleich dem Moment SR der äquivalenten Doppelfläche. Eifahnmg»- 
gemäTs ist der so bestimmte Werth 7,^ proportional za dem elektro- 
statisch gemessenen, 7,,. Die Dimension des Froportionalitätsfactors 
findet man ans der Ueherlegung, daSs %k das Prodnct emw Fläohon- 
didite und einer länge, also auch 

ist; dagegen ist (siehe § 61) 

daiauB folgt 

i--[lT-i], 

der Froportiooalitatsfactor A ist der DimensioD nach eine G-e- 
scbwindigkeit. Die Versuche von W. Webeb und E. KoHLBAüSi.'a 
ergaben A als gleich der rund 3- 10'° cm. sec.'' betragenden Licht- 
geschwindigkeit im Vacaum und zwar stimmten die beiden Werthe 
mit einer Genauigkeit Uberein, die zu der Annahme zwang, daTs dies 
nicht auf einen Zufall, sondern auf einen tiefgehenden Ziuammen- 
hang zwischen elektromagnetischen und optischen Erscheinungen 
zurflckzufilhren wäre. Der MAZ'WSLL'schen Theorie zufolge sind 
geradezu die optischen Erscheinungen rein elektromagnetischer Natur, 
wie wir weiter unten sehen werden. 

Natürlich hat diese Veränderung der Stromeinheit die Ver- 
änderuDg der anderen elektrischen Einheiten zur Folge. Nicht nor 
die Stromdichte und die Elektricitätsmenge, deren Beträge sich wie die 
der Stromstärke von dem einen in das andere Maarssystem um- 
rechnen, sondern auch die elektrische Feldstärke, der Widerstand 
und die Iieitfähigkeit werden hierdorch betroffen, wenn anders man 
nicht die Werthe der in den Gleichungen (229) bis (229f) auf- 
tretenden Enei^eqoanten ändern will. Dies wäre aber unpraktisch, 
da die Energie sich unabhängig von aUen elektrischen Methoden 
in absolutem Maafs bestimmeu läfst. Nach (229b), (229d) und (229t) 
ist de&halb 

^"fc""'' '--^'''"^ 
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Das CoüiiOUB'Bche Gesetz tautet im elektromagnetischeD MaalbsTstem 

Wir wolleo im Folgenden der Einheitlichkeit wegen das elektro- 
staÜBche Maarasyatem beibehalten, obwohl dieEinfOhnmg dea elektro- 
magnetischen die Formeln dieses Abschnitts TerainÜEUihen vflrde. Die 
G^leicbnDgen (230), (23Ua] und (230 b) lauten dann bei EinfOhning 
der Stromstärke / 



^-^^Iß 



''-Tir-i^^ 



■^//'''^■"-ön-* t^^^'*' 



§ 63. Das magnetische Feld eines linearen Stroms, dargestellt 

durch Integrale Über die Stromcurve. Die Rückwirkung einer 

magnetischen Feldstärke auf den Stromleiter. 

Ans der Formel (230b] wollen wir jetzt atigemein die mag- 
netische Kraft berechnen. Dazu mOfaten wir eigentUch dem 
Punkt I, )}, ^ eine VerachiebnDg —dq ertheilen. Da es aber nur anf 
seine relative Lage zum Stromleiter ankommt, können wir statt 
deasen dem letzteren die Verschiebung +dg geben, deren Pro- 

jectionen auf die Coordin&tenaxen da, db, de heifsen sollen; -—■ ist 
dann die in Achtung von dg weisende Kraftcomponente am Ort£,4j,^. 
Zunächst aber mflsaen wir, om Vorzeichenzweident^keiten zu 
vermeiden, eine Bestimmung über die Lage der drei Goordinaten- 
, azen zu einander machen; diese ist nämlich 

doTch die Forderung der BechtwinkUgkeit nicht 
eindeutig bestimmt, man bekommt aas einem 
^.^ System ein anderes, weldies sich durch keinerlei 

y' Drehungen mit dem ersteren zur Deckung bringen 

lälst, wenn mau den Richtungssiun der einen Axe 
; *■* umkehrt Wir setzen nun fest, dafs im Fol- 

^' genden stets die x-Axe f^ einen in der posi- 

tiren y-Bichtung blickenden Beobachter nach oben weisen soll, wenn 
die x-Axe vor ihm Ton links nach rechts TorUberfßhrt (siehe Figur 24). 



§ 68 DAS MAGNETISCHE FELD EINES UNEA£EN STROHS. S31 

Ferner reclmen wir daa Lmienelement dl der Stromcnrre, desBen Pro- 
jectioDen auf die Azen d x, dy, d % helTBeo solldn, positiv in der Strom- 
hchtimg und EasBen seinen Abstand r vom Punkt |, i;, ^ als eioeo 
Ton dem letzteren fort weisenden Yector aa( wie wir es auch bisher 
Üiateo. 

Bei der Terschiebung um dq beschreibt das Linienelement dl 
eine Fläche Ton der Gböfse 

dliqvai.i^l,iii^, 
deren Projectionen auf die Coordinatenebenen gleich 



dy dx I 
db de 



\ dx dy \ 



sind. Seine Prcjection auf die um den Punkt |, ij, ^ beschriebene, 
durch den Ort Ton dl hindurc^ehende Engel ist also 



dx 


iy 


d» 


da 


db 


de 


<!08(r,i) 


<!OB(r,j) 


(co.r,») 



und die entsprechende Veränderong tob ü, der perspecÜTischen 
Ansdehnang der AjtpfiBs'schen Fläche, 



da-±-^ 



COS (r, x) cos (r, y) oos (r, x) 



Das Vorzeichen, welches zu lAhlen ist, ist entweder stets das 
positiTe oder stets das negative. Diese Frage l&lst sich daher an 
einem Beispiel beantworten. 

Die Stromcurre liege in der xx-Ebene, dl weise in die positJTe 
x-Richtong, dq in die positive «-Richtung, während i; < sein soll; 
dftriTt ist 

da!>0 

da = 
und 

demnach 



dy-0 


dx='0 


dJ =. do>0 


coB(r,y)>0; 


d» 




do 


=^ — dxdeem(r,y)<0 


cos (r, s) 
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Liegt feiBer, nie in der Figur 26, dl im Üe&ten Punkt der 
Stromcorve, so kehrt die AnpiBB'eche Fläche dem Beschaner in 
if t], C die poBiÜTe Seite za; denn innerhalb der Stromcorre dnrch- 
stoisen nach der AjcpftKB'schen Schvirn- 
merregel die Eraftlinien in der aof ihn 
zufahrenden Sichtang die xz-Ebene. 
Daher ist fi > 0, osd da es dnroh die 
VeiTÜckong toq dl nm dq dem ab- 
soluten Wertb nach abnimmt, dii<0. 
Läge dl im höchsten Funkt, so iräie 
i3 < 0, nähme aber, absolnt genommen, 
zu. Also gilt in der letzten Gleichung 
filr dQ das Vorzeichen + und wir finden durch Integration nach 
dl über die ganze Stromcorre; 




Fig. 25. 






dx 


dy 


dx 


da 


db 


de 


<m{r,x) 


008 (r,,) 


ooi(r,it) 



Die Eraftcomponenten nach den Goordinatenrichtungen ergeben sich 
hieraus, wenn man dq der Beihe nach mit da, db, de identificirt; 
eo erMlt man: 






1 r X ~ i 

— j- COS (r, x)=~ — "ä— ™ H ä^ eta 



Die Form dieser Gleichungen legt es nahe, dem Stromelement dl 
an den berechneten Eraftcomponenten die Antkeile 
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^"y- 



äs 



N= 



Ä \dy 



dl. 



dz --^lla-v)dz-{z-^dy-] 



j[(.-gd.-(.-l)i»] 



dyj - j^iiz - etdy -In - v)dt] 



(231.; 



zozaschreibeD. Docli ist dieser SchliUs keineswege zwingend; viel- 
mehr Terträgt sich mit (231) jeder Zusatz za (231a), der hei der 
iDtegratioD über eise geschlosBene Corre Teischwindet. Stellt man 
aich aber auf den Standpunkt der letzteren Qleichosgen, so folgt 



i(.- 

Ldx 



+ Mdy 



V) + Jfl» - 
+ ydz 



0-0 



die magAetische Kraft steht also sowohl auf der Entfernung r als 
aof der Bichtong des Linienelements dl senkrecht. Ihre QrSIse be- 
reclmet man am einfachsten, wenn man bedenkt, dale 



- fl)d» — {»—Ö<^y = 



dy dz \ 



etc. die Projectionen des Parallelogramma aus r und dl auf die 
Coordinatenebenen sind, und dafs dessen Flächeninhalt gleich 
rdläii{r,dtj ist; demnach ist 

(231 b) 



VL»+ Jf»+ JV* = ■— j-tfiein(r,iq. 



Diese Qleichung spricht das Bior-SATAST'sche Gesetz ans. Hier 
liegt der schon in der Einleitung angekündigte Fall einer Eraft 
vor, welche weder anziehend noch absto&end, sondern im Kreise 
om dl hemmfilhread wirkt 

Erfahmngsgemäfs gilt für die Wechselviilnng zwischen statio- 
nären StrOmen und Magneten das Prindp von der Gleichheit Ton 
actio ood reactio. Nach (231a} ist 






dy- 



-W 
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die v-Componente der vom Stromelement dl auf einen im Pankt |, i;, ^ 
liegenden Magnetpol m ansgeflbten Eraft, 

'a± a 

mn£s also die enteprecliende Compooeate der von dem Hagnetpol 
anf dl aoBgeabten Wirkung Bein. Nun Bind aber 

ö± e± e± 

ox oy dz 

der Ton dem Pol tn aoBgehenden FeldBt&rira^ 

^ = ~[Ndy-Mdx) 



~[Ldx-Ndx) 



-(Mdx-Ldy) 



(232) 



die Componenten der ponderomotorischeo Eraft^ welche dl in einem 
magnetiBchen Felde er&brt, desBec Feldstärke die Componenten 
L,M.N hat 

Die gilt znnächBt nur für den Fall einer magnetischen Punkt- 
ladnng. Liegen deren mehrere oder stetig Tertheilte Ladungen vor, 
Bo treten in dem ans dem Princip der Gleichheit ron actio und 
reactio hervorgehenden Schverpunktssatz die TOm Strom auf die 
Theile der Ladung ausgeübten Kräfte additiT aa£ Folglich mOsBen 
sich auch die Rückwirkungen auf den Stromleiter addiren; und da 
sich die Feldstärken ebenfalls addiren, bleiben die G-leichungea (232) 
in QoltigkeiL Es folgt ans ihnen 

■£dx + ^dy + gdz^O, 

■EL +g)if +QN =0, 

die ponderomotorische Kraft steht also sowohl auf dem Strom- 
element (i I als der Bichtnng der magnetischen Feldstärke senkrecht, 
nnd zwar liegen Stromricbtung, Feldstärke und ponderomotorische 
Kraft qualitativ — der Winkel & zwischen Stromrichtnng und Feld- 
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sfärke beträgt im AUgemeiiieD nicht -^ — zd einander wie die x-, y- 
und x-Aze, denn wählt man 

dx > 0, dy = 0, dz - 0, 
S-0, i*>0, N=0, 

?o wird nach (232) 

3E-0 g = o 3>0. 

(Siebe JHgiir 26]. Der Schwimmer, von dem die AHPfiEB'sche Regel 
spricht, wird nach lioka gedrängt, wenn er in Richtung der Kraft- 
linie blickt Der Wertb der resnltirenden ponderomotorisohen 
Xraft ist 

ft = -^yt» + Jf» + Ä^ sin .? dl. 






also proportional znr Stromintenaität, zur magnetischen Feldstäriie 
und dem Sinns des von ihnen eingescblosaenen Winkels. 

Die G-leichungen (232) können zunächst 
ebenso wie (231a) nur in dem Sinn Gültig- ^•'^'rmUfMaina. 
keit beanspruchen, dais sie bei der Integration 
über einen geschlossenen Strom Richtiges er- 
geben. Aber während sich die von dem 
Element d l ausgehende magnetische Wirkung 
nicht iaoliren läfst, ist die ponderomotoriacbe 
Wirkung aof dl bei deformirbaren Strom- Fig. 86. 

leitem ftlr sich allein der Beobachtung zu^ng- 
licb; es zeigt sich dann, dafs die Gleichungen (232) sie richtig zu 
berechnen geatatten. 



§ 64, Die Wechselwirkung zwischen linearen StrÖmeiL 

Da ein Strom eine magnetische Kraft herrorruft, andererseits 
Ton einer solchen ponderomotorische Wirkungen erleidet, müssen 
auch zwei lineu^ Ströme auf einander ponderomotoriach wirken. Die 
Stromstärken aollen I und J, die Elemente der Stromcnrren dl 
und d X, ihre Frojectionen auf die Coordinatenaxen dx, dy, d% und 
d|, dt), d| sein; unter x, y, x\ |, ti, ^ Teratehen wir die Coor- 
dinaten ihres Orta. Schliefslich ist wie bisher ihre Entfernung, 

•• = y(a:-l)'+(y-'?)'+(*-0'. 
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§ 64 



ein Vector, dem wir die Kchtung vom Punkt {, tj, f nach dem 
Punkt X, y, % beilegen. 

Tertanscht man in (2S2) J nud dx, dy, dz mit J und d^, dtj, 
d^ und setzt &a L, M, N die sich ans (231a) ergebenden Werthe, 
80 findet man für die Gomponenten der ponderomotorischen Kraft, 
welche dl anf di. aostlbt, das „GrnAssuAinf'sche Mementargesetz": 






-^{dxdi + dydi, + d:<^dO 



u^ 



H + 



-w' 



-rf£+ 






dy -'-^ d 
^ 1 



-^^(rfa:d| + dyd,; + 



dxd^f. 



(233) 



Ea giebt, wie aas der Ableitung herrorgeht, eine za dX senk- 
rechte Kraft an, welche dem Princip der CMeichheit von actio und 
readdo nicht genügt; denn dl nnd dX lassen sich nicht ohne 
AendeniDg mit einander vertausclien. 

Indessen ist die Gleichung (233) in demselben Sinne bypo- 
thetiBch, wie die zur Ableitung benutzte Formel (231 a). Erst wenn 
man sie Aber die Stromcnrre von I integrirt, muls sie Richtiges 
liefern. Das fragliche Elementaigesetz kann man daher noch in 
weitgehendem Haalse willkürlich gestalten. Nach AMutrnTn aben z. B. 
die Elemente Anziehungs- und Absto&ungskräfte anf einander ans. 
Wir wollen du AxpenE'sche Gesetz ableiten, indem wir (233) nach 
d l integriren, dM Integral durch partielle Integration umformen nnd 
dann wieder Yon der ganzen Stromcurre auf das Linienelement dl 
zorQckBchliersen. 
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Wii fObren diese tFmfonnimg nur an dem Anadrack tta X 
durch. Da 

!z ^ 

dx " r' 
Tmd 

dxdi + dydfi + dxdZ - äldkcos{dl, dX) 

ist, finden vir fttr die a^^mponente der Integmlwirining znnäcliat 
den Betrag: 



+ dl j -^-^COB {dl, di.)dl\ . 

Der Integrationsveg ist eine geschlossene Coire; daher heben sich 
bei der partiellen Integration die Tenne fort, -welche sich anf die 
Integraüonsgrenzen beziehen, und es ist 



Ebenso ist 

J-är-dr'"-J-i^\-ir-'—i—wl'"' 



Bedenkt man ferner, dals 



dr 
-^-cos(r,rf(} 



B. T. Hiuuoun, Tbeont. nifilk. Bd. TV. 
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ist, BO findet man ftlr die in Bede stehende Eraftcomponenta den 
Werth _ 

1^ dX \ '~l^ (2 coB {dl, dl) - 3 coB (r, dt\ cos [r, dX)) dl . 

Zieht man endlich den SchluTs von der Integral- aof die Mementai^ 
Wirkung, bo erhält man ftir die ÄHPfiBE'ache Anziehungskraft den 
Betrag 

IJ dldl , 



denn es ist ihre z-Gomponente 

r 
nnd fUr die beiden anderen worden die entsprechenden ümformongen 
liefern 



Zn einer einfachen Dentnng dieser G^leichnng gelangt man, 
wenn man die x-Axe parallel zor Entfemong r legt Wegen der 
Identität 

cos ((if,((A) = COB (a^iii) C08(a!,dX) + COB (y,d/)coB(y,rfA) + cos (»i dQ cos («,(/A> 
nimmt (2S4) dann die folgende Form an: 

^ // dldl , , j„ , j,, 

St m^ — j- — g — ( — c08(!c,a()cos(i, ai) 

+ 2(co8(y,df)coB(y, di) + cos(a;,rfi) cos(Ä,rfA))J 

IJ ~dxdl + 2{dyd^ + dx,d^ 

Die Componenten Ton dl nnd dX in Richtung der Ektiemnng r übe» 
demnach die Kraft 

IJdxd^ 

die dazu senkrechten dagegen die Kraft 



auf einander ans. Je nachdem diese Werthe positiv oder negativ 
sind, bedeuten sie Anziehung oder Abstofsung. 
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ScUiefalicli vollen wir noch zeigen, d&Ta Bich die Wirknngea 
zreier StromkreiBe auf einander ans einem Potential 



|://-52!Ma«di (235) 



herleiten lassen in der Art, da& wenn der vom Strom J durch- 
floseene Draht eine YerBchiebung er&hrt, deren Componenten fSr 
dsB Element dX gleich S^, är/, S^ sind, die Arbeit der pondero- 
motorischen EiiLfte 

fdl {Sifs. dl + SvJV dl + dCjQdll =.-3P [236) 

ist (Hier ist die Bezeichnung insofern verändert, als an die Stelle 
Yon 3£, S, Q getreten ist: XdldX, '^dldl, Qdld).). Dabei betrachten 
wir d|. St}, S^ zwar nicht als längs der Stromcarre conatant — 
diese wird also im Allgemeinen deformirt — , wohl aber als stetig 
reränderlicb. Grleitstellen sind hierdurch auBgeschlossen. 

Zu diesem Zweck gehen wir vom GiiASBUANN'schen Elementar- 
gesetz ans. Wir setzen in (233) zunächst 



- 4 



dz 



a— a— d — 

und führen dann zor Festlegung eines Punktes auf der Stromcurre J 
den Parameter x ein, so dais 

*■ ji r dX r 

3, dX »= — =T —dx^ — = — ax 

dX dX dx dx 

wird. Den gleichen Dienst leistet ftlr die Stromcurre / der Para- 
meter it. Dann folgt aus (233) und (235) 



m 



'jL/i^.ü + iü.il + ii^lLii., (2S3.) 
öl \ik dk^ dk dk ^ dk dk}\ • > ' 

dx dl dy i<i , iiitl „ . 
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\dt d» '^ dk dx ^ dt dx . 



formen wir dann den zweiten Theil dieseB Integmls durch partielle 
Integration nach x nm, Bo findet man 



+ äC 




d«d{ijd5i»i£\ 



^^j^-— ^\ . dy^ » 

dk dx "*■ dk dx) ^ dk dx 



dk dx ^ dk dx! 



dk 



dkdx; 



der Tei^Ieich mit (23S a) bestätigt unmittelbar die Richtigkeit TOn (236). 

Nan hatteo vir soeben Clleitst«Uen ausgeschlosBen. Es könnt« 
scheinen — und thatsächlich ist dieser Einwand erhoben worden — , 
ala wäre die AllgemeingOlti^eit der Gleichoog (236) dadurch be- 
einträchtigt Man darf flieh aber das Q-leiten zweier SttLcke des 
leitenden Systems nicht als unTermittelte Bewegung absolut starrer 
Körper Torstellen; denn hierbei würde jeder Strom&dea, insofern 
er aus einer continuirlichen Beihe materieller Theile besteht, zer- 
riaseu werden. Er&hruugsgemäfs häuft sich die ElektricitHt an 
solchen Stellen aber nicht an, sondern gleicht sich durch neugebüdete 
Schliefsungen sofort aus. Wir müBsen defshalb die beiden Enden 
des materiellen Theils des Stromfadens nicht als Enden der Leitung 
Überhaupt, sondern als durch ein änfserBt kleines, von materiellen 
Theilen fireies Strom&denelement Terbonden denken. In diesem 
Sinne läfst sich unsere Kechnui^ durchans aufrecht erhalten. 

Thatsächlich kommt eine wirkliebe ünstetigkeit der Bewegung 
in der Natur nicht vor. Vielfach mnfs man, um zu gro&e Reibung 
zu vermeiden, zwischen die Enden der festen, an einander „gleiten- 
den" Theile der Leitung eine Flüssigkeit bringen. Jede reibende 
FlüBsigkeit haftet mit ihrer Grrenzschicbt aber fest an der Wandung, 
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Temüttelt also die Stetigkeit der Bewegung. Und wo es keine 
Flüssigkeit thnt, einengen fiast continoirlich tLberspringende Fnnken 
MetaUd&mpf, welcher ebenso wirkt, njid vermeidet man aacli diese, 
indem mao die gleitenden Efirper fest gegen einander prefet, so 
entstehen durch gegenseitige Abschleifimg tJehei^angsBchichteo. 

Historisch sei bemerkt, dals Hrlhboltz an Stelle des Neu- 
MAim'scben Potentials (2S5) irQher') ein anderes benutzte, welches 
entsteht, wenn man zu (235) die Identität 



= 



-fc- 



wo k eine nnbestimmte Constante ist, hinzaaddirt. Da, was hier 
nicht bewiesen werden soll, 

d*r 1 

h.jij '^ — (co8 (r, dl) cos (r, dl) — cos (dl, ÄÄ)) 

ist, findet man die Formel 

^^~Y ^IJT' ^^* "*" *)<^^('^^' '^'^' + (* -*)«>8(^ <^^ co8(^. "^^fl fit (l^- 

Wir werden ron ihr keinen Oebranch machen. 

Wollte man nach (236) das Potential eines linearen Stromes 
auf sich selbst berechnen, so erhielte man keinen bestimmten Werth, 
weil r = wird, wenn dl und dX mit einander identisch werden. 
Zq diraem Zwecke mufs man nnter allen umständen die ränmlicbe 
Vertheilung des Stromes berücksichtigen. 



§ 65. Das magnetische Feld räunoUch vertheUter Ströme. 

Ein räumlich vertheilter Strom läfst sich als aas Stromfäden 
bestehend betrachten, deren jeder einen linearen Strom repräsentiit, 
die Anwendung der Gleichungen (231) also unmittelbar zuläfst Man 
braucht nur Über alle Strom^den zu integriren, um die magnetische 
Kraft der räumlichen Sb^mung zu finden. An die Stelle der Strom- 
stärke / tritt dabei das Product aus der Stromdichte g (Compo- 



I) Zur Zeit dieser Torlesung Iietrachtete Heij(boiiTe selbst den nach ihm 
benannten Ausdruck ftlr das Potential P als veraltet, wie aas seinem Notis- 
bacb heiToi^bL Der Heranegeber. 
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V, u>) imd dem senkrechteD Qnerechnitt dQ des Strom- 
fadona, 68 wird also 

Idl^qdQdl 
Idx~ IdlcoB{x,dl)= qco6{x,di)dQdl = udQdl 
etc. 
Hier ist dQdl ein Volumeleineiit des Stromleiters, freilich ron be- 
sonderer Form, da ja dl in Kichtimg der StromTÖlire lie^ Bei der 
Integration Über das Yolumen kommt es aber nicht darauf an, wie 
wir ans die Elemente gelagert denken; wir könnep defshalb dQdt 
durch dxdydx ersetzen und finden so ans (281) fOr die Compo- 
nenten der magnetischen Feldst&rke eines räumlich vertheilten 
Stromes: 



N^ 



x/// 



1 



^r-v,\ixiyix 



u I dzdyix 



\dy ~ dx 
Hier ersetzen vir die DiffereotiatioB tod - 



1 



(287) 



dxdt/dx. 

Dacli X, y, X durch die 

nach £, tit Z- I^a diese Coor^naten bei der Integration nach x, y, x 
coDstante Parameter sind, können vir dann die Keihenfolge von In- 
tegration nnd Differentiation umkehren und erlialten: 

dw er 
du ew 
er eu 



n-^-" 



N~ 



es a, ' 



(2S7a) 






(338) 
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ist Die G-röfsen U, V, W bereclmea Bich, abgesehen von dem 

Factor -j, aae den Compouenten u, v, w> des Yectors q vie das 

Bcalare Potential ^ ans der scalaren Banindichte der elektrischen 
Ladung. Man kann sie selbst als die Componenten eines Tectors 
betrachten, den man als das Yectorpotential der Stromdicbte be- 
zeichnet Denkt man sich einem Oontinunm eine unendlich kleine 
Yeirfickung ertheilt, welche in jedem Funkte dem dort herrschenden 
Yectorpotential gleichgerichtet und an Gröfse proportional ist, so 
sind die Tenne (Biehe Band II dieser Yorlesungen, § 9) 

^_AI _^_^^ ar du 

proportional den Drehungen, welche ein Yolnmelement tun die a>, 
die g- und die «-Richtung erfahrt; sie sind die Componenten eines 
neuen Yectors, welchen man dieser Analogie halber als den Wirbel 
oder Curl des Yectors U, V, W bezeichnet. Die magnetische Feld- 
stärke ist nach (237a) gleich dem Wirbel des Yectorpotentials der 
Stromdiohte. 

Wir bilden nun die Wirbelcomponenten der Feldstärke selbst; 
ans (287a) folgt fOr die a>-Componente: 

dN du d Idü dV dW\ .„ 

Nach (238) ist aber 

j[7=--i^ (238a) 



.1 



du 



ar aw i rrfl r ^ " r ^ »-Lj^ 
+ W'-W = äJJJ [^w^'W^'^wr''''' 



hier ist Über den ganzen Saum zu integriren, soweit er vom Strom 
durchflössen ist. Setzen wir nun wiederum 



___ _ _ __ etc., 

öS ox 

80 können wir partiell integriren, wobei ein Flächenintegral über 
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alle TTnBtet^eitsflächea der Stromdichte auftritt; die Grenze des 
Stromgebietea gehört anch dazu: 

du dV ^ dW 

Nach [218a) und (218 b) ist aber beim etatioDären Strom: 



Also ist auch 



*" j. il -1. ^ _ 
«, + ?,- 0. 

du , dr ew „ 



(238 b) 



(239) 



nnd wir findeo tOi deo Wirbel der magnetiscben Eraft die Glei- 
chongeD: 

dN en 4 a 

dL dN i„ 
et dl ~ A ' 
dM_&L i^ 

'Sf dn ~ A ' 

Der Wirbel der magnetischen Kraft ist gleich dem 4 »-fachen der 
elektromagnetisch gemessenen Stromdichte; anfserhalb des Strom- 
gebietes verschwindet er; dort ist also die Bedingung erfüllt, unter 
welcher man die magnetische Erait dnrch DifferentiaüOD aus einer 
scalaren Fotentialfiinction ableiten kaim; innerhalb des Stromgebietes 
ist dies nicht mögUcfa. Fflr die Divergenz der Kraft folgt ans (237a) 

" ■ « ■ ^^ - (289a) 

magnetiscbe Bamuladangen treten nicht auf; und da nach (238) 
(vgL § 11] die ersten Ableitungen von V, V, W aherall stetig sind, 
gilt dasselbe nach (237a] von den Componenten der magnetiachen 
Kraft, Bo daTs auch FlächenbeleguDgen ausgeschlosBeu sind. Die 
Kraftlimen laufen daher alle in sich zurttck. 

Auf demselben Wege, vio Ton (231) und (237), gelangt mau 
Ton (232) zu den Gleichungen für die ponderomotoriscbe Kr&fl, 
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Teiche das YolTimeleineiit dxdydx des BtromdnrcliflosBeDeii Leiters 
im magDetischen Feld von der Feldstärke L, M, N erfährt: 



X ~ —{Nv - Mu>)dxdydz 
g) - — (La. - Nu] dxdydx 



(240) 



Und ebeoBo l&bt sich die Gleichnag (235) für das NEQUAKs'sche 
Potential zweier Ströme auf einander Qbertragen. Giebt man den 
Componenten der Stromdichte and den Coordinaten in dem einen 
von beiden znr ünterBcheidung den Index 1, so findet man, da 
dldXcOB{dl,dXj*'dxd§+dyd^+dxd^at,nnäIJ(dxdi+dydti-i-dxd^ 
durch (uUy + vv^ -\- u}w^)dxdydxdx^dy^dXy ersetzt werden mnls: 

^ = ~ ^*flfffl^'^"^ + "«1 + u>u>^)dxdydx Aar, dy, i«,; (241) 

oder wenn man nach (238) das Vectorpotential U^, F,, TT, der 
Strfimting u,, v„ u>, einfflhrt 



4//i>.' 



+ r,«+ Wiw)dxdydz. (241a) 



Will man das Potential eines Stromes auf sich salbBt berechnen, eo 
erhält man jetzt, da nach (238) ü^, Fj, IT, ftberall öndliche Func- 
tionen sind, einen bestimmten Wertb; man mufs nur in (241) die 
Integrationen nach dxdydx nnd ds^dy^dx^ über dasBelbe Strom- 
gebiet ausitlhren. Dabei, zählt man freilich zunächst jedes Paar tod 
Volnmelementen doppelt, indem einmal das Element 1 unter der 
Bezeichnung dxdydx und das Element 2 unter der Benennung 
dx^ dy^ dx^ auftritt, das andere Mal umgekehrt um dies auszu- 
gleichen, setzt man den Factor \ dazu und findet so für das 
Selbstpotential eines Stromsystems: 



= --^/7j(C^«+ rv+ Ww)dxdydx; \ 



(241 b) 
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denn den Index 1 kann loaii in der letzten Gleichnng, to ü, Y, W 
die Gomponenten des Vectorpotentials der Strömung u, v, u) aelbat 
Bind, fortlassen. Diese Formel nmfafat nättlrlicli anch den FaU, 
dafs das Stromsystem ans mehreren unabhängigen StrSmen besteht 
Sie erinnert in ihrem Anfbau an die Gleicbnng (210 a) f&r die 
Energie eines elektrischen Feldes; denn dort wird über das Pro- 
dnct ans der Dichte der Ladung und dem ans ihr abgeleiteten 
Potential integrirt, hier Ober die Summe der Prodncte aus den 
Gomponenten der Strom dichte und denen ihres Vectorpotentials. 
Freilich hat [241b) das negative Vorzeichen (ygL § 68). 



§ 69. Der Stokes'sche Satz. 

Treten aufeer den elektrischen Strömen noch permanente Magnete 
als Ursachen des magnetischen Feldes auf, so snperponirt sich zu 
dem Feld der Ströme das durch die Potentialfunction tp darstellbare 
Feld der Magnete; an die Stelle der Gleichungen (237 a] tritt dann 

_dW_ dV_ d^ 
dn d^ ö| 



Jtf = 



du dW gy 

~dC di dt} 

dr du d<p 



(242) 



Bildet man die Wirbelcomponenten -^ -^^ ^^> ^^ heben sich 

die Differentiidqnotienten von tp fort, so dafs (239) in Gflltigkeit 
bleibt, bildet man die Divergenz, so verschwinden dagegen die Diffe- 
rentialquotienten des Vectorpotentials nod man findet statt der 
Gleichung (239») 

Wir wollen jetzt annehmen, dals der Vector L, M, N, von dessen 
phTsikalischer Bedeutung wir zunächst vollkommen absehen können. 



abnimmt und zeigen, dab er dann durch Angabe seiner Diveigenz 
und seines Wirbels eindeutig bestimmt ist Stimmen nämlich zwei 
derartige Vectoren L, M, N und L', 3t', N' in den Wirbeln flberein, 
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SO Bind die WirbalcomponenteD des Tectors, der dnrcli TeotoriellQ 
Snbtraction der beiden entsteht und die Componentea L — L', 
M~ M', N-ir besitzt, 

djN-N') _öiM-M')^^ etc. 

Dieser Vector ist also sicher aus einer scalaren PotentialfanctioD cp 
ableitbar. Stimmen nim aber die erstgenannteD Tectoren auch noch 
in der Divei^eoz äbereiu, d. h. ist 

dl "*■ ö^ ''" 5C ' 

80 verschwindet aach die J-Ableitung der Potentialfanction y. Weiter 
wissen wir noch YOn der FoDCtion if>, dafs ihre Ableitungen Oberall 
endlich nnd stetig sind, und dals dasselbe tou ihr selbst gilt. Denn 
wäre sie ii^endwo im Endlichen nnendlich grofs, so rnOXste dasselbe 
bei den Ableitungen der Fall sein, wäre sie aber unstetig, so würde 
dies auf das Auftreten von Doppelschichten hinweisen, deren Moment 
«Qtweder von Ort zu Ort veränderlich — dann wäxen die Ableitungen 
nach § 19 anstetig — oder constant sein mOlste, — dajin würden 
die letzteren längs der Ilandcurre nach § 62 unendlich. Femer 
müssen nach unseren Annahmen die Ableitungen im unendlichen 

mindestens wie -^ verschwinden nnd <j> muls sich in Folge dessen 



darauf nicht weiter ankommt, gleich Null setzen. Daraus folgt aber 
nach (83), dals das für den ganzen Baum zu bildende Integral 



m 



2iXj.(^W(£iX 



+ {^ äzdyd^^O 



sein mulfl, was nur für 9) = 0, also auch L — L' = 0, M— W ~Q, 
^— iV' BS möglich ist; was zu beweisen war. 

Im Allgemeinen, wenn man Unstetigkeiteflächen der Functionen L, 
M, N znläfst, mufs man noch die Flächendivergenz und einen als 
„Flächenwirbel" bezeichneten Vector zur Bestimmung hinzuziehen; 
doch ist damit eigentlich nichts Neues gewonnen, da man zu solchen 
Dnstetigkeiten immer durch Grenzprocesse gelangen kann. 

Die Gleichungen (242) sind also die allgemeinste Darstellung 
«inee überall endlichen nnd stetigen Vectors, welche physikalische 
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Bedeutung er auch haben mag. <p ist in ihnen nach (242 a) allein 
durch seine Divei^enz, U, V, W uach (2S8] allein durch seinen 
Wirbel beetimmt. Das Yectorpoteutial U, V, W ist freilich nicht 
wie «p durch (242) eindeutig definirt; vielmehr kann mau, da nur 
seine Wirbelcomponenteu dort auftreten, seine Divergenz noch als 
beliebige Ortsfunction vählen. Setzt man sie OberaJl gleich Null, 
so folgt aus (242) ähnHch vie im Torigeu Faragrapheu 

dN du ._ ^ 

-5 -5-z- ■- — AÜ. etc. 

Not unter dieser Voraussetzung bestimmt es sich ans dem Wirbel 
Tou L, 31, N ia der durch (238) gegebenen Weise. 

Als Circulationsverth des Vectore L, M, N tür eine geschlossene 
Corve bezeichnen wir das Linieuintegral 

J{Ldi + Mdf,+Nd^ 

erstreckt über diese. !& ist Null, wenn der Vector aus einer 
Potentialfnuction ableitbar ist, muTs also durch den Wirbel dea 
Yectors bestimmt sein. 

Um diesen Gedanken weiter zu Terfolgeu, betrachten wir (siebe 
Figur 27) als Integrationsweg zunächst eine beliebige, nicht ge- 
schlossene Gurre te, deren An- 
fangs- und Endpunkt A und B 
heifsen mögen ; einen Punkt |, q, ^ 
auf ihr bestimmen wir dnreh 
Fig-27. deu Parameter *. L, M, N 

sollen stetige und differenzirbare 
Functionen des Ortes sein. Dann Tariiren wir die Curve so, dals 
wir bei constantam k die Coordinaten |, i?, f um tf|, Sri, S^ 
wachsen lassen; nur an den Endpunkten A und B sollen diese 
TerrQckungen Terschwinden. Integriren wir dann längs der varürten 
Curve ß von Ä und B xmd längs der ursprOnglichen zurQck von B 
nach A, so ist der Circnlationswerth fQr diesen Umlauf gleich der 
Differenz S (I> der Wertbe, welche das Integral 

B B 

Ä A 

fQr die beiden Gurven annimmt 
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Nim ist ftber 

B 

\{ dL dj dM dl} dN d;,\ 
' ö£ dÄ "*■ ö£ dk ■*■ ö| dk. 



-=/{f 



H 



,ldL dt dM dv dS d(\ 

+ U,, J4+ a, di'^'dim"' 
^idL di aadn ^es dn^, 

oder wenn man den letzten Theil durch partäelle Integration om- 
formt and ein wenig umstellt: 



'-m 



dN 

ä7" 


-If) 




-If) 


dll 


ai'i 



(4f'«-4f*')}"- 

Bezeichnet man aber mit da das Fl&chenstflck, welches das dem 
Differential dk entsprechende Gurrenstack hei der Terrückang be- 
schreibt, so ist 

^^\dk^'^~^^V ="'*<»8(»'^) 



dk 



'dB cos (n, x) ; 



also 



*-/-{{|f-|f)»—'+(lf-|T)-'-' 



, (du BL\ , \ 



(243) 



Die Integration bezieht sich anf den unendlich schmalen Streifen 
zwischen beiden Gurren, daher steht nur ein Integralzeichen da; 
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und die Bichtang der Normalen niatao gewählt, dais cos{n,»)^—l 
wird, wenn 

^dk>0 i|di-0 ^äk-0 
dk dk dk 

di = Sv>0 JS = 

ist Die Normale und die Umlftofstiobtimg, in der wir den lote- 
grationsweg dnrchlaofeD, liegen also zu einander wie die positive 
x-Aze and eine Drehung tun sie, welche von der positiren x- zur 
positiven ^Axe führt, oder ao, wie die Stromrichtnng zu den sie um- 
kreisenden magnetischen Kraftlinien. 

Dm nun den Girculationswerth für eineu beliebigen Integration»- 
veg zu berechnen, bestimmen wir auf ihm zwei wülkttrlich gewählte 
Punkte Ä und B (siehe Figur 28). Durch diese wird er in zwei 
Theile a und ß getheilt Nun ziebeu wir auf einer von ihm be- 
landeten, sonst aber willkürlich ge- 
wählten Fläche eine beliebige Curve y 
von A nach B und bilden die Circnla- 
tionswerthe erstens für den von Ä tlber 
ß nach B und Über y nach A znrQck- 
fabrenden Weg, zweitens für den Um- 
lauf von Ä über y nach B und Qber et 
zartick; der zu berechnende Circulations- 
wertb ist die Somme dieser beiden, 
denn die zweimalige Integration über / 
erfolgt in entgegengesetztem Sinn, fällt bei der Addition also heraus. 
Fährt man so fort, so siebt man, dafs man zum Ziel kommt, wenn 
man die Fläche in unendlich viele, unendlich schmale, von A nach B 
führende Streifen theilt, die Circnlationswertbe 5 «/»für ihre Berandnng 
ermittelt und dann über alle Streifen integrirt Nach (243) findet 
man so den SioKEs'scben Satz 




(243 a) 



das geschlossene Linienintegral des Yectors L, M, N ist hier in 
ein Fläcbeointegral über die Normalcomponente seines Wirbels ver- 
wandelt Die der Integration zu Grunde zu legende Fläche ist dabei 
bis auf ihre Berandung beliebig gewählt Führt man sie für zwei 



-///!; 
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verschiedene, aber von derselben Cmre berandete Flächen durch, bo 
ist die Differenz der gefundenen Werthe gleich dem Integral 

//■'•{(w - If) "■ <»" "^' + (If - If) "»(»" »' 

erstreckt Ober die tod ihnen gebildete geschlossene Oberfiäcbe, wenn 
n^ die in das Innere des eingeschlossenen Baames weisende Normale 
ist. Nach dem QATms'schen Satz l&fst sich das letztere in das 
Banmintegral 

e idN dM\ , e IdL ön] , d (du öl\» ^, _,^ 

verwandeln, welches verschwindet, weil der Integrand, die Divergenz 
eines Wirbels, identisch Moll ist 

Nach [243 a) können wir fOr den Wirbel die Definition geben, 
dafa seine znm Flächenelement ds normale Componente gleich dem 
TerhältDifs des für den Dmfang von da gebildeten Idnieuintegrals 

({Ld^ + Mdfi + MdQ znm Inhalt von da ist Die analoge Defi- 
nition fOr die Diveigenz lantet, daTs sie das Yerhältnifs des Fl&cfaen- 
integrals — [ jiis (Leos (n^.z) + Jfcoe(n„y) + ifcoa (»,,«]), gebildet 
ober die Begrenzung des Yolumelements, zn dem Volnm- 
element selbst ist. Betrachten wir nun ein Eilement einer 
ünstetigkeitsfläche; wir können die a>Aze seiner Nor- 
malen parallel wählen. Berechnen wir nach dieser De- 
finition die Wirbelcomponente, welche senkrecht zu einem 
anendlich kleinen, sehr langgestreckten, von der Un- 
stetigkeitsääche halbirten Rechteck mit den Seiten 
(i|, dti ist (siehe Figur 29), so findet man unter Ver- 
nacblässignng des von di herrührenden Theils des 
Linienintegrals den Werth 

[Ml -M^jdv 
d^df, ' 

Rg.29. 

der unendlich ist wie . . . Das Entsprechende geschieht^ 

wenn man die Divergenz fOr eine unendlich kleine, sehr flache 
von der ünstetigkeitsfiäche halbirte Kapsel berechnet, deren 
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H9he d§ and deren Qmndfl&che drid^ ist; denn man findet sie 
gleich 

{L, - L,)dvdC 
dldndZ 

Wir wissen nun BchoQ (tergL § 23], dafs man, mn diesen unendlichen 
Werth der Divergenz zu umgehen, den Begriff der Flächendirergens 
bildet, indem man nicht durch das Yolumelement d^d^d^, sondern 
durch daB Flächenelement dr; d^ diridirt Dementsprechend gelangen 
vir zur Definition des Flächenwirbela , wenn wir anstatt durch d&e 
Flächenelement d| dti durch das Linienelement d ij dividiren. L^ — I/, 
findet man so als Werth der Flächendivergenz, M^ — M^ und ebenso 
N^~-N^, d. h. den Sprung der Tangentialcomponenteu, als den Be- 
trag der X- nnd der i/-Componente des Flächenwirbela Seine 
a>Gomponente ist 0; seine Sichtung hegt also stets in der FUlche. 
Wie aus seiner Definition hervorgeht, ist er der GrenzEall starker 
^Uimlioher Wirbel; machen wir im Folgenden, vrie wir es thun 
wollen, von dem Princip der stetigen Uebei^Lnge Gebraoch, so 
können wir von ihm absehen. Es sei nur erwähnt, dais im Stoebs'- 
scben Satz im Allgemeinen zum FULcbeuintegral des r&umiicheu 
Wirbels ein Linienintegral des Flächenwirbels hinzutritt. 

Zum SchliiTs dieses Paragraphen geben wir noch zwei Beispiele 
für die Anwendung des STOKEs'schen Satzes [243 a). Verstehen wir 
unter t, 2t, N wieder die Gomponenten der magnetischen Kraft, so 
folgt aus (239] und (224) ftlr einen den Strom 1 umschlingenden Weg: 

j {Ld^ + Mdi} -i- Nd^~ —j-j fds(u<i06{n,x) + vtMa{n,y)+ioca6{n,x)) 



r//^ 



was uns zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zurfickfOhrt, da 
— -, die elektromagnetisch gemessene Stromstärke, gleich dem 

Moment der äquivalenten Doppelfläche ist Das andere Beispiel 
bezieht sich auf die Deutung des NEOUNN'schen Potentials fiir die 
Wechselwirkung zwischen einem linearen Strom I und einem be- 
liebigen StromsTstem, dessen magnetische Feldstärke mit L^, St^, If^, 
und dessen Yectorpotential mit U^, F^, W^ bezeichnet werden soÜ. 
Formel (241a] ergiebt, wenn dl das Linienelement, dQ der Quer- 
schnitt des linearen Leiters ist, vermöge den Substitutionen 
udQdl =^ qdQcm{x, dl}dl - Idx 



-i/f 
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fOr udxdydx etc. (Tergleicbe den Anfluig von § 64) 

F = -^j'{Cr,dT + V^dy+IF^dx). (244) 

Daraaa folgt nach (243 a) tmd (237 a) 

Idw. dr.\ , , . lan. ewA , , 
tw - -d) ^'■"' "" + (-^ - TTJ "»("■ »' 
, lar. eu.\ , x 

— — -j- / / d« (A C08(n, x) + J^ co8(n, y) + N^ co8(«, «)), 

d. h. das Potential der WechBelwirkang ist gleich der Anzahl der 
EraftlinieD, welche das StromsTstem durch die Stromcuire des 
Stromes / bindurchBendet, wenn als positiv eine Eraftlioie gerechnet 
irird, welche durch die Stromachleife in entgegengesetztem Sinne 
hindurchfohrt, wie die Eraftünien des Stromes I selbst. Denn die 
Sichtaug von n flLllt mit dem Bichtnngssinn der letzteren zusammen. 
Dies ErgebniTs steht in Einklang mit dem entsprechenden fßr die 
Wecbselwirkong zwischen einem linearen Strom und einem Magnet- 
Bjetem, das wir in § 62 ableiteten; and so mn& es ja auch sein, 
wenn anders der lineare Strom einer magnetischen Doppelschicbt 
äquivalent sein solL 

§ 67. Die Amp^re'sche Magnetismushypothese; das Vector- 
Potential eines magnetischen Körpers. 

Nach (330 b) ist 

die Fotentialfanction des magnetischen Feldes eines linearen Stromes. 
Bückt der Punkt |, q, £ in eine gegen die Dimensionen der Strom- 
corre grolse Ehitfemong von ihr, so kann man in der Gleichung 

^T 1 I \ 

_ — = j- j cos (i, r) cos (sc, n) + cos (y, r) cos (y, n) + cos {*, r) mw {x, n)\ 

r und seine Ricbtungecosinue für die Integration aber die AuFfaE'sche 
Fläche als constant betrachten und findet 

U. V. Hblmholti, Tbeoret. Pbr^. Bd. IV, 23 
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9 ■■ T^[^oa[r,x) 1 jda C0B(n, x) + coB[r,^)/ j da C0B{n,y) 

+ coa(r,x)i 1 d3iioa{n,x) 1- 

Dies ist aber die PoteDÜalfunction eines Dipols, bei welchem 
(Tgl. 190 b) 

— / ldäOOB{n,x), —f jdscos{n,y), -j f jdacoa{n,x) 

die Componenteo des Moments sind. Auf große Entfermmgen ist 
der Strom also einer magnetisirten Molekel äquivalent AmpHrw 
grOodete hierauf die HTpothese, dafs aller Magnetisrnns auf molecnlare 
elektrische Ströme zurDckzuftlhreQ ist In der That ist es dann ohne 
Weiteres verständlich, wamm es nicht gelingt, positiven nnd negativen 
Magnetismus von einander zu trennen. Doch hat diese Yorstellong 
den Nachtheil, dab diese Holekolarströme im Gegensatz zu den 
sonst bekannten keinen Energienmsatz bewirken, d. h. weder JoDLB'Bcbe 
Wärme produciren, noch dorch die Arbeit elektromotorischer Kräfte 
onterhalten werden müssen. Da die Aequivalenz von Strom 
nnd Doppelfiäche innerhalb der letzteren versagt, würde eine Bö- 
obachtnng des magnetischen Feldes in einer Holekel zwar die Ent- 
scheidong zwischen der ÄMFfi&B'schen und der bisher angewandten 
Yorstellong zulassen; da sie aber nicht mfiglich ist, ist eine directe 
erapirisdie Elntscheidung überhaupt ausgeschlossen. 

Nun haben wir in § 65 das magnetische Feld eines Strom- 
systems durch ein Tectorpotential darzustellen gelernt Ist der auB 
magnetisirten Molekeln bestehende magnetisirte Körper aber einem 
System elektrischer Ströme äquivalent, so muis die von ihm hervor- 
gerufene Feldstärke auch durch ein Tectorpotential darstellbar sein; 
man braucht nur das Vectorpotential des Dipols zu bilden und Über 
alle Dipole zu summiren. Wenn wir dies durchzuführen versuchen, 
stofsen wir auf dieselbe Schwierigkeit, die schon in § 49 auftrat, 
dafs nämlich die Magnetisirung der Molekeln eine anstetige, noch 
dazu in unbekannter Weise springende Function des Ortes ist 
Man mufs defshalb auch hier wieder zur Mittelwerthbildung über alle 
Molekeln, die ein kleines Volumen dxdydx erfüllen, schreiten. Dabei 
verwischt sich aber der unterschied zwischen den Bäumen zwischen 
den Molekeln, in denen die Darstellung des Feldes dorch ein Tector- 
potential mö^ch sein mnis, und zwischen dem Inneren der Molekeln, 
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vo dies nicht der Fall ist So kommt ea, daTa dos Tectorpotaatial 
im ganzen vom magnetisirtan Körper erfflllten Volumen die Feld- 
stärke nicht richtig wiedergiebt, während ea im ÄufBenrsame zu 
denaelben ßesoltaten ftthrt, wie wenn man Tom acalaren Potential ^ 
ausgeht 

Wir machen von dem Princip der stetigen Uebei^änge Ge- 
hraacb und behaupten, dale 



-///- 



•^(-sf-ly)'"''!"'« 



(246) 



die Compoaenten des Vectorpotential8 des magnetisirten Efirpers 
sind. Wir brauchen, um dies zu beweisen, nnr zu zeigen, dals im 
Aiüseoraom die Compooenten der Feldstärke durch die Gleichimgen 
[TgL{2S7a)] 

dw er 



L* 



'W 


~^T 


du- 


dW 


-äC 


~~sT 


er 


an- 


-er 


—«7 



(246 s) 



beBtünmt sind, and dafB in Analogie zn (238 b) die BiTergenz 

en- , er , ew „ 



-ffT + '^ + 'J?" 



Beides sieht man leicht ein, wenn man (245) durch partielle 

4 4 

Integration ontformt and dann —^ — mit — ^j- etc. vertauacht 



"■-///(4--^) 



dx dy d» 



wenn man 
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dM 
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dN 

-H 
dA 


-///i 


dxdydz 


-///^ 


dxdydx 


-///^ 


dxdydn 



dxdydx 



(245 b) 



(246) 



setzt. Allein aus der Form von (245 b) folgt, dals die zweite der 
genaDDten Forderangen erfüllt ist Dagegen mnfs man (245b) in 
245a) enbetituiren, Dm zn sehen, dals L, M, N die ComponenteQ 
der Feldstärke sind. Man findet so 



L- 



a /dA em 



dJV\ 



- AA. 



Da nun aber Dacb (246) 



J^--4iii, 






-im 
■im 



r 



■ey 



+ v 



äx 



\ dxdydx 



Sy 



"jfj 



\dxdydz 
= -rp [246 a) 

\tp das ecalare Potential des magnetiBirten Körpers; eielie (198a)] 
ist, 80 folgt fDr den ÄnfBeoraum, in welchem X verschwindet: 
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va8 zu beweiaea war. Im Magneten dagegen ist 
äW dr 



m Tc' 



dir 
SC 

dr 
«I 



' 9l " 



M+inii 



'N + inv 



(2450) 



Diese Gleichnngen gelten, wenn Ströme fehlen. Sind hin- 
gegen nnr Ströme als Eireger des magnetischen Feldes vorhanden, 
so ist nach (237a) 

, , ., , , SW dr 



8, 



etc., 



so dab im allgemeinsten Fall ( 
und magnetisirten Körpern 



Zusammenwirkens von Strömen 



L + itii- 
if 4-4«/i = 

Jf+4!H> - 



aj «I 

8(r + n a(tr+F) 

8| ö. 



(245 d) 



Es folgt hieraus fOr den vorliegenden, allgemeinsten Fall die Gleichung 

5-0, (245 e) 



8(L + 4»;i) ^^M+i^t|i) 8(Jf+4«») 



die gemäTs (201a] die Nichtezistenz wahrer magoetlBcber Ladung 
ausspricht. 

Aber noch in anderer Weise spielt das Vectorpotential V, V, W 
dieselbe KoUe wie das Vectorpotential U, V, W. In § 62 zeigten wir, 
dals das Potential der Wechselwirkung zwischen einem Dipol und 
einem durch die Potentialfnnction tp dargestellten Kraftfeld gleich 



dx 



+ I 



-(XL + fiM+vX) 



iflt FDr das magnetische Feld von Strömen läfst sich dies zu- 
nächst nur beweisen, wenn sich der Dipol anfBerhalb des Strom- 
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gebietes befindet; sonst existirt ja keine Potentialfiinction. Liegt 
er aber im Stromgebiet, ao wollen vir znnächat die StrSmimg in 
dem durch Um fllhrenden Strom&den anfgeboben denken. Dann 
gilt die Gleicbting. Stellen vir sie nnn wieder ber, so macht das 
fUr die WarUie von L, M, N nach (237a) nur unendlich venig ans; 

d- 
denn die dort anftretenden Integrale / / / o - ä j . dx dy dx haben die- 
selbe Form, vie in der Elektrostatik die AnsdrUcke für die Com- 
ponentm der von Bamnladongen herrührenden Eraft. Fttr diese 
vnrde aber schon in g II der entsprechende Satz beviesen. Also 
ist ganz allgemein das Potential der Wechselwirkung zwischen einem 
magnetiairten EOrper und einem Stromsystem gleich 

P=.- f j j (XL + fiM + p N)dSdvd^. 

L, M, N sind hier die Gomponenten der allein von den StrOmen 
herrOhrenden Feldstärke. Wir setzen nach (237 a) ihre Werthe ein, 
wenden dann partielle Integration an, wobei Fläcbenintegrale wegen 
der Vorausaetzung stetiger üeberg&nge nicht auftreten, und finden 
so, wenn wir dann noch (288) hinzunehmen: 

— ///{'(^r-if)-(f-if) 
-///{^ 



d7 dB 






=-^//M^Wt-t)-(t-lf) 

+ wl^- - ^j^ä^dväl; dxdydx. 

Nach (245) gilt also &ii daa Potential der Wechselwirkung mag- 
netisirter Körper und elektriacher StrSme die Formel 

p „ _ * M hü'u + Vv + Ww) dx dy dz 
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in der ü', V, W, d. h. das Vectorpotential des magnetiBirten Körpers 
genau dieselbe Rolle spielt, wie ü^, Fj, TF, in der Gleichung (241a}. 
Handelt es sidi demnach om die Wechselwirkung zwischen einem 
Stromsystem (u, e, tu) mit einem anderen u^, Vj, v^, dessen Vector- 
potential I7j, Fj, IFj ist nnd zugleich mit Magneten, so ist das 
Potential 

P jJJJ([U, + ü-)u + (V, + r)v+{W, + W')ic)dxdsdx 

(247) 



-4//iI(^ 
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^^-'-A 






-i-y^ 


-t) 


oXdxdydx. 


[Vgl. (246b>] 




Fttr einen linearen Strom / gQt analog zu 


(244): 


— i/K".- 


eir eM\ , /„ 


+ -5F 


-1?)^» 




+ [w 


+ -5S-- 


-^)H 



(24'«) 



Dies gilt noch ohne jede Elinschränkung; woher auch die Mag- 
netisimng stammen mag, immer ist —SP die Arbeit der pondero- 
motorischen Er&fte bei einer Yerschiebnng des vom Strom u,v,w 
dnrchflossenen Leiters. Jetzt aber echlielsen wir permanenten 
Magnetismus ans und betrachten U^', Fj', W^ als das Vectoi^ 
Potential desjenigen Antheils derMagnetisirung, der von der StrSmnng 
t4j, v,, Wj allein indncirt ist; dann wird 

P~-^jjj\{U^-VU^)u + {V^+7^)v + (W^-\-W^)w\dxdydx 

das Potential der Wechselwirkung zwischen beiden Stromsystemen. 
Denn — AP ist jetzt die Arbeit derjenigen am Gebiet der Strömung 
u, V, u> angreifenden Ei^fto, die ihr Dasein der Strömung Uj, v^, w, 
verdanken. Dab P seinen Werth nicht ändert, wenn man hier die 
Bollen der beiden Strömungen vertauscht, erkennt man, indem man 
ihre Antheile an der magnetäscben Feldstärke als L, M, N nnd 
Xj, i^, N^ von einander unterscheidet Die Anwesenheit magnetisirter 
Körper hat nach § 66 auf die Gr&rse ihrer Wirbel keinen Ein- 
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flii&; deshalb gelten ganz allgemein fUr den ersteren Antheil die 
Formeln (239) 

_^__^ If. 

dL dN 4ji 

dz dx Ä 

dM dL _ 4« 

dx dy ~ A ^' 

Benutzt man sie in der letzten Gleichung fllr P, so geht dieae 
in Hinsicht auf (245 d] über in: 



d{U^+ ü,-) \ 



\ dx dy dz 



dx dy 

= -~yyy{L(£, + 4n^)+3f(if, + 4«/*j)+JV(JV,+4«».,)!(£r<tyd«. 
Nun iBt aber nach (203 a) 

L, + 4n^ =(1 + iJix)L^; 

also findet man fQr P die für beide Strömungen aymmetriBche 
Gleichung: 

P---^ j f m + 4nx)[LI^ + MMi + NNi)dxdydx. 

Läfst man sie mit einander identisch werden, so wird ans P das 
Selbstpotential der Strömung, nnr mnfs man, wie schon &tther in 
ähnlichen Fällen, den Factor \ hinzufügen. Denn man zählt dann 
die Wechselwirkung zwischen zwei Stromfäden 1 und 2 inBofem 
doppelt, als man einmal den Beitrag des Stromfadens 1 zu(D']+C^')etc. 
berechnet und das Integral fff\lUj + U^')u+.. + .\ dxdydx, fÖr 
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d&B Yolamen des anderen bildet, dae zweite Ual aber umgekehrt 
verfährt Also ist 



-m\ 



'^[U+ü')u+[V+r)v+{W+W^w\dxdyd^ (247b) 

das Selbstpotential eines beliebigen Stromsystems bei Anwesenheit 
magnetieirbaren Substanzen. 

Ist die Magnetisirungszahl x in der ganzen in Betracht kom- 
menden ümgebang des Stromsystems constant, so ist nach (203a) 
und (239) 

dv_ dfi _ IdN dM\ 4«x 

und nach (245) und (238) 

also, wenn man diese und die entsprechenden Beziehungen fflj F' 
ODd W in (247b) einsetzt: 



~^Jir^fJß^" ^ rv + Tr«.)rfxrfyd*, 



d. h. das Selbstpotential ist proportional zur magnetischen Permeabilität 
1 + 4n X. Dasselbe gilt von den ponderomotorischen Kräften zwischen 
Str&men, im O-egensatz zu den Kiftften zwischen Ladungen. Denn 
nach §62flL sind diese nmgekehrt proportional zu 1 + 4nw. Audi 
in diesem Punkte versagt die Aequivalenz linearer Ströme mit 
Doppelschichten, 

§ 68. Die Energie des magnetischen Feldes elektrischer 
Ströme. 
In § 54 [Gleichung (211d)] fanden wir ftlr die Energie des 
magnetischen Feldes im Gleichgewichtszustand den Werth 

SB = ^ f fßl + 4:nx){L' + M'+ N^dxdydx. 

Zwar war er nur unter der Voraussetzung der Eliistenz einer 
Potentialfunction abgeleitet. Stellt man sich aber auf den Stand- 
punkt, dafa das Energieqnantnm 
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im Yolumelement dxdydx localisirt iat, wie es die Fahadat-Maz- 
VELL'scbe Aufisssang thnt, bo mnrs man diese Glleichang als all- 
gemein gflltig betrachten, denn es läfet sieb ja an dem Zustand in 
diesem Element nocb nidit entscheiden, ob eine solcbe Function 
existirt oder nicbt. Wir behalten diese Gtleicbnng daher unter Be- 
ni£ang anf die Erfabnmg ancb biet bei and wenden sie sogleich 
anf den allgemeinsten Fall an, dafs sowohl elektrische Ströme als 
permanent und temporär magnetisirte Körper auftreten. 

Aa der Feldstärke unterscheiden vir durch die lodices 1 and 2 
die AntheUe, welche einerseits Ton den pennanenten Magneten allein, 
andererseits TOn den Strömen allein berrOhren. Bann ist 

aß-aäi + aB,,-!-®,, 

wo 

die Enei^e des von den Magneten allein erregten Feldes ist^ während 

2B, - ^ ///(l + 4»«)(L,»+ J^»+ N^*)dxdydx 
die Energie des Strom^^tems allein angiebt Der dritte Summand 

SB,, " TS // A^ ^ *'"')t^i ^ + -M, -ä^ + Äi N^)dxdydz 
entspricht der Wechselwirkung zwischen Strömen und Magneten. 
Wir berechnen zunächst den Werth des letztgenannten. 

X|, J^, N^ ist die Feldstärke, welche beim Fehlen permanenter 
Magnetisirang aufträte; wir können also nach (20Sa) 

(1 + 4«»)L, = J!:^ + 4«X, etc. 
setzen, während sieb Lj aus der Potentialfunction 9 der permanenten 
Magnetisirung und der Ton ihr inducirten gemäls den Gleichungen 



ableitet. Debbalb ist 






+ (N, + 4np,)^^dxdydx 
4«JJJ ^1 di ■•' S^ 



+ — ^~* ~f. ^) dx dy d% 
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Denn, wie des Öfteren erwähnt [vergL (245 e)], Terschwindet die 
Divergenz dee Vectors mit den Componenten L + ixi., dl+4nn, 
N+ 4n V aberall; FUU^henintegrale treten bei der soeben aasgefQhrten 
partiellen Integration aber mcbt sof, weil wir Stetigkeit aller Üeber- 

g&nge annahmen nnd im unendlichen ip mindeBtens wie ~^, 

Ii + 4 » A = L etc. aber mindestens wie ^|- abnimmt 

Aehnlich berechnen wir SSj, indem wir nach (203 a) und (246 d) 

etc. 

setzen. Dann folgt mittelst partieller IntegratiOD ähnlich wie im 
Torigen Paragraphen (S. S60): 



-'-^IIIH'^ ^ 



IT) e(r+r) 

+ M, 






-i///{' 






Die Gleichnngen (239), die wir znnächat nur unter der Voraus- 
setzung der Abwesenheit magnetiBirbarer E&rper abgeleitet haben, 
sind non aber allgemein gOltig, weil sich der von den letzteren 
herrührende Äntbeil an der Feldst&rke aus einer PotentiaUunktion 
ableiten iSJst, demnach wirbelfrei isL Also wird nach (24Tb) 

28, - ■^JJJ\iTT+ir)u+{r+r)v+{W+ ir)4 dxdydz ~-P. (247c; 

Obwohl bei der Verschiebung eines Stromes gegen einen Mag- 
neten TOn den ponderomotoriechen Ei^ften Arbeit geleistet wird, 
ändert sich also die Enei^e des magnetischen Feldes nicht, da 2B„ 
dauernd gleich ist. Und Terschieben wir zwei Stromsysteme gegen 
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einaiider, so ist sogar diese durch —SP gemesBene Arbeit gleich 
der Zan&hme der Energie. Das erscheint zunächst als Wider- 
spruch gegen das Energiepriucip. Doch ist zu bedenken, dafs allen 
ErOrteruDgen dieses Abschnittes die Voraussetzung constanter Strom- 
s^ken zu Grunde Hegt, nnd diese lassen sich bei einer Yerechiebong 
nur durch Ejnergiezufuhr constant erhalten. Das führt uns zu den 
im n&chsten Abschnitt zu behandelnden Inductionaerscheinungen. 



Zweiter Abschnitt 
Elektromi^etlsclie Schvlngiing«ii. 

g 69. Induction. 

Im Gegensatz zu allem Bisherigen gehen wir jetzt zu zeitlich 
vei^nderlichen elektrischen und magnetischen Feldern, also zu 
ScbwingoDgen im weitesten Sinn des Wortes über. Es ist zu er- 
warten, dafs wir dabei auf gänzlich Neues stofsen werden, und es 
kann zweifelhaft scheinen, ob wir die bisherigen Ergebnisse Über- 
haupt noch verwenden können. Nun sind aber stationäre Zostände 
nur GrenztäUe sehr langsamer zeitlicher Veränderungen. Fttr hin- 
reichend langsame Schwingungen müssen die bisherigen Resultate 
also gültig bleiben; dafs sie es sind, wollen wir in diesem Para- 
graphen voraussetzen. Dadurch ist fOr den Geltungsbereich des 
Folgenden eine Grenze gegeben; wo sie liegt, kann erst später ent- 
schieden werden. 

Wird in einem linearen Stromkreis ein stationärer Strom / von 
elektromotorischen Kräften im Gesammtbetrage E unterhalten, so 
folgt aus der Anwendung der Gleichung (225 b) auf die geschlossene 
Stromcnrre 

Ebs Iv>, 
da lp^ mt (p^ ist; und hieraus durch Multiplicadon mit Idl: 

Eldt = I*wdt 
[vgL g 61). Die Arbeit der elektromotorischen EjiLfte ist gleich der 
vom Strom erzengten JouLE'schen Wärme. 

Nun verschieben wir aber einen Magneten gegen den Stromkreis. 
Nach (230d) wird dabei, wenn / constant bleibt, die Arbeit: 
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geleistet, wenn vir zur Abkarzimg 



1 rr^ „ ^T dp 



setzen. Die Ekiergie des magoetischeii Feldes ändert sich nacli 
§ tiS aber nicht Dem Enei^eprincip zufolge mul^ dies Arbeits- 
qoantnm delshalb im Stromkreis geleistet werden, und zwar ist die 
einzige mögliche Art die, dafs die elektromotorische Kraft E ver- 
stfiikt wird. Der Betrag der notwendüigen Verstärkung berechnet 
sich aus der Forderung 

EIdt=lp^-l^\d,, 
indem wir durch Idt dividiren, so dals 



die durch Bewegung des Magneten inducirte elektromotorische Kraft, 
zu deren Ueberwindnng der E ertheilte Zuwachs dient Sie ist von 
I unabhängig und tritt erfahrangsgemäfs aach dann ein, wenn 
1=0 ist, obwohl unsere Schlofsweise wegen der Division durch 
Idl in diesem Fall TOrsagt Ist sie positir, so wirkt sie in der- 
selben Bichtong wie E, oder da E das in der Stromrichtnng ge- 
Dommene Integral der localen elektromotoriscbea Ki&fte ist, in 
dieser. 

Auf Ghund der Aequivalenz von Strömen and Magneten k&nnen 
wir dies Ergebnils auch anf die YerrQckai^ übertragen, welche zwei 
lineare Ströme im Tacuum gegen einander erfahren. Ihr Potential 
auf einander ist nach (236) 

p = _ Zj- jj —e(x{dl,d).]dldX - - IJp 

wo p eine nur von den geometrischen Verbältnissen abhängige Con- 
stante, den gegenseit^n Inductionscoefficienten der Stromkreise, 
bedeutet Halten wir beide Stromstärken conetant, so ist 
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dt \^l ' dl \ 

die im Stromkreia toh I, > (248 a) 

±ldP] _ djp_ 

dt ("57/ dt f 

die im Stromkreis von J inducirte elektromotoriache Kraft. 

Das Potential P kann sich aber auch auf andere Weiae Andern, 
n&mlich durch Stromschvankiingen. Aodi dann vird man in Ver^ 
aUgemeinenmg des E^ebnisaea (248) und in üebereinstimmnng mit 
der Eriahnmg 

dt [^Tj ^ dt 

ab die im Stromkreis / indndrte elektromotorische Kraft ansehen, 
so dals heim Zasammeswirken beider Ursachen daselbst 

indocirt wird. Aof die Selbatindaction kOnnen wir an dieser Stelle 
noch nicht schlielsen; denn bei der Ableitung wurde der Strom / 
als constant betrachtet Wir werden das weiter unten nachholen. 

dt ' 

Bewegung durch Zuführung von Arbeit gegen die ponderomotorischen 
Kräfte erzwungen werden, die Indoction sucht dann / nnd die ihm 
proportionalen Kr&fte zu vergr^lsem, die Bewegung zu hemmen; ist 

--~~ < 0, so sucht sie die ponderomotorischen Kräfte, die dann die 

Bewegung selbst unterhalten, zu schwächen, wirkt also wiederum 
hemmend [LsNz'sche Regel). Nach § 62 und §66 ist P proportional 
zu der Anzahl der Kraftlinien, welche der Magnet oder der Strom J 
durch die Stromschleife von I entsendet Daraus ergiebt sich die 
FABADAT'ache Form des Inductiouagesetzes, dafs die inducirte Kraft 
proportional zur zeitlichen Aendemng dieser Zahl ist Dabei macht 
es aber einen wesentlichen Unterschied, ob die Induction dnrch 
Verschiebung oder durch Stromveretärkung hervorgerufen wird. In 
dem ersteren Fall kann sich die Zahl der Krafttinien nur dadurch 
ändern, dafs einige von ihnen unter Durchschneidung der Stromcurve 
in die Stromschleife ein- oder austreten; denn ihre Qeaanuntsahl 
bleibt unverändert Bei 'der Stromverstärkung aber vermehrt sich 
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ihre GeB&mmtzalil und es tritt InductioQ ein, ohne dab die Strom- 
cuTve Ton £raitliiiieii geBchnitteu wOrde. Besonders deatlich tritt 
dies hervor, wenn der indacirende Strom in eiaem in sidi ge- 
Bchlosaenen Sotenoid verläuft. Sein magnetisches Kraftfeld liegt dann 
ganz im Innenraom des Solenolda. Trotzdem ruft jede Aendemng 
seiner Intensität in einem das letztere nrnscblingenden Draht Induction 
hervor. Dagegen ist hier Induction durch Verschiebnng unmöglich, 
wie auch keine ponderomotorischen Kräfte auftreten. Der Inductioas- 
coe£GcieDt p blübt in dieeem Fall bei jeder möglichen VerrQckang 
nnvOTändert 

Während der Schluä auf (248a) und (248b) ein nur durch 
die UebereinstimmuQg mit der Erfahrung in Strenge zu recht- 
fertigeuder AnalogieBcblnb war, l&fst sich die Theorie der Selbst- 
induction wieder aus dem Energiepriocip ableiten. Die magnetische 
Energie eines einzelnen Stromes / ist proportional zu /*, da die 
Feldstärke proportional zu /ist; das heifst nach (24Tc): 

wo p eine stets positive Constante, der sogenannte Selbatindactions- 
coefGcient ist Wird der Stromkreis bei constuiter Stromstärke 

defonnirt, so wird die Arbeit — Ty^* ^*>n den ponderomotorischen 

Kiilften geleistet, während die magnetische Energie um den gleichen 
Betrag wächst Daher mufs die den Strom treibende elektro- 
motorische Kraft so verstärkt werden, dafs sie ~2—f~dt mehr 
Arbeit leistet, als Jonta'sche Wärme erzengt wird, d. h. es mu& 

oder 

fit 

dl 
ist demnach die indacirte elektromotorische Kraft. 



= /„ + /^ 



aeuL — I-Jj^ 

Aendert sich andererseits P durch eine Schwankung des Stroms I, 
80 verlangt das Energieprincip, dafs die Arbeit der elektromotorischen 
Kraft ^eich der Zunahme der magnetischen Energie plus der er- 
zengten Joüu'schen Wärme ist; also: 
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desn andere E^ergie&rten treten dabei nicht auf. Setzt man hier 
S -= ii> /*, BO folgt 

E=Iw-\-p^- {248c) 



beide Ursachen zoBunmen, so bekonuat sie den Betrag: 

dl ,dp d ieP\ ,,..,. 

Fassen vir die bisherigen Ergebnisse zasammen, so sehen wir, 

dals die indncirte dektromotoriscbe Kraft stets gleich — (-^ ] ist, 

wo P eiuaal das Potential des Stromes auf einen Magneten, das 
andere Mal sein Potential auf andere Strfime, das dritte Mal sein 
Selbstpotential ist Da influenzirter MagaeÜsmus von wechselnde 
3fäj?ke nach § 67 ebenso wie ein yariabler Strom wirkt, ist sach 
seiner Inductionawirknng dieselbe OnSfse beizulegen. Das Potential 
eines aas permanent uud durch Influenz magnetisirten Körpers, 
sowie aus elektrischen Strömen bestehenden Systems setzt sich aber 
additiv aus diesen Theilen zusammen; bezeichnen wir es jetzt allein 
mit P, so wird 

M^] '-" 

in allen Fällen die im Stromkreis von / inducirte elektromotoris(^e 
Kraft. 

Integrirt man diesen Ausdruck nach der Zeit von f, bis f,, so 
erhält man als Zeitintegral der inducirteu Kraft: 



(If).- 



(m 



d. h. einen Tom Wege, auf dem die Veränderung Tor sich ging, un- 
abhängigen Werth. Für das Zeitintegral des indncirten Stromes, 
welches noch dem OHu'schen Gesetz diesem Ausdruck proportional 
ist, gilt dasselbe. 

Wir wären jetzt durchaus im Stande, den im vorhei^ehenden 
Paragraphen geforderten Beweis zu erbringen, dafs die Theorien der 
Mektrodynamik und Induction zusammen dem Enei^eprincip ge- 
ntigen. Wir ziehen aber Tor, ihn auf eine spätere Gelegenheit zu 
Terschieben and zunächst an Stelle dieser fOr langsame zeitliche 
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Teränderangen gOltigen Gesetze die etrecg gültigen abzuleiten. 
Dann kSimeD wir erst beurtheilen, in wiefern wir überhaupt Ton 
dieser angen&hertea Theorie verlangen können, dals sie mit dem 
streng geltenden Eoergieprincip in Eünklang steht 

Zn diesem Zwecke nehmen wir nnn an, dals der lineare Strom- 
kreis J, in dem wir die Stärke der tndnction berechnen wollen, mbt. 
Das Potential der Wechselwirkong zwischen ihm nnd anderen 
StrOmen, sowie beliebig gelegenen permanent oder temporär magneti- 
eilten Körpern ist nach [247a): 



"-flh^ 



BN 
Sa' 









■1?)^ 



dyl 



die indacirte elektromotorische Kraft also: 



^dt\ 



dx dy 



\dx\ 



(248e) 



Wie man diese anf die Linienelemente des geschlossenen Strom- 
kreises vertheilen will, ist natürlich in hohem Maafse willkfirlioh. 
Ist F eine beliebige Ortsfnnction, so giebt jeder Ansatz tod der 
Form 
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(-.-l?-f) 


dF 



für das Linienintegral der indacirten elektrischen Kraft den ver- 
langten Wertb 

{dP\ 



j[Xdx+ Tdy + Zdz)-^ 



dt [dl 



Bildet man nun aber die Wirbelcomponenten der elektrischen Kraft, 
so fiilt die Fnnction F herans; and man findet dann, indem man 
nach (245 b} 
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and nach 


(245 <i) 




eiv _, 




es 


fn_ 






e{u+ 

8, 


3 _ 


«<7'^-'.i,+ 4„ 




8(F+r) 

Sx 






dZ 


er 


= -l^,. + 4„. 




dX 


dz 


„l.^(„+4,ri 






lf-l>-"> ) 



(249) 



Die elektrische Kraft ist in zeitlich yeränderlichen magnetischeD 
Feldern also nicht mehr, wie bisher stets, wirbelfrei, Tielmehr sind 
die Wirbelcomponenten der elektrischen Feldstärke gleich der zeit- 
lichen Abnahme der Vectorcomponenten L + inX, 3£+ 4np nod ' 
JV + 4 n v, dividirt dnrch die lächtgeschwindigkeit A. • 

Wendet man anf die elektrische Feldstärke den SroEBs'schen 
Satz [Oleichang (243 a)] an, eo folgt aas (249) 

J{Xdx + Tdy + Zd%) - - j -^jjds{{L + 4aA)coB(n, x) 

-f ( if + 4 K^] COB (n, y) + {^+ 4 n y) cos (n, x^ 

eine Oleichnng, welche eich vermöge der soeben angewandten 
Formeln (245 b) and (245 d) in die Ausgangsgleichnng dieser Be- 
trachtong [248 e) nmformen lälst. Beide sind also gleichwerthig. 
Femer siebt man, dab die FABADAi'sche Form des Induktions- 
geeetzea im Allgemeinen dahin za er^Lnzea ist, dals nicht die Ver- 
ftodernng der Anzahl der EraftUnien, sondern der den Vector 
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L + 4nX, M + 4nfi, N+ iav daretellenden länieii die Stärke 
der indncirten elektromotoriscben Kraft miM.') 

Die öleicilimgen (249) sind nur unter der eingangs orw&lmteii 
Voraassetznng langBamer Veiändenrngen abgeleitet Wir than nun 
aber den entscheidenden Schritt, dalk wir aie als allgemein gültig 
betrachten. Zu rechtfertigen ist er natürlich nur so, dais vir die 
Conaequenzen ans ihm ziehen und sie mit der Erfiihnmg vergleichea. 

§ 70. Ungeschlossene Ströme, 

Fernwirkung und eadllche FortpOanzuDgsgeschwlndlgkalt 

der elektromagnetischen Wirkungen. 

Das Analogen zu den Gleichungen (249) fOr das magnetische 
Feld bilden die Gleichungen (239) 



flu 


fljf 


«f" 


"öT 


dr. 


CIN 


äF" 


"äJ" 


du 


er. 


"& ' 


-w 



welche den Wirbel der magnetischen Kraft bestimmeD. Sie kOnnen 
aber nicht allgemein gelten. Denn es folgt ans ihnen für die rämn- 
liche Divei^enz der Stromdichte 

du dv dw _ 
57 + 5^ + 0^^*'' 

nnd ebenso mala die Fläohendivergeuz verschwinden; denn legen wir 
die a;-Äxe in die Richtung der Normalen n^, so folgt aus der 
Stetigkeit der Tangentialcomponenten der magnetischen Krait (nach 
§ 66 können wir diese als das Verschwinden des Flächenvirbela 
bezeichnen) 

dy Oz 

«, und t^ sind hier die Normalcomponenten der Strömung; bei an- 
derer Lage des Coordinateneyetems lautet diese Bedingung also 
?«. + ?.h = 0. 

') Ans diesem Grande bezeichnet man diesen Vector jetzt ancli dnicb- 
gkngig als „magnedBche Indnctioo". Der Heranageber. 
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Diese mit (218a) tmcl (218b} ideLÜschen GleichiiDgen sagen ans, dals 
die StromlinieD geBcMoeseii sind; daa ist bei statiDD&reB Strömen 
stets der Fall, bei nichtstattonären aber, yrie sie beiepielsweiBe bei 
dem Ladnngsauagleii^ zwischen zwei aof verscbiedenem Potential 
befindlichen Gondnctoren eintreten, wenn man sie leitend verbindet, 
trifft es sicher nicbt zu. Es erhebt sich also die Frage nach der 
SlektrodTnamik der nngescfalossenen StrSme: Wie sind die GMei- 
chongen (239) zn ergänzen, damit sie allgemein gelten? 

Diese Frage hat der Wissenschaft viele Schwierigkeiten bereitet; 
denn während sich die Gleichnogen (249) für den Wirbel der elek- 
trischen Kraft an den in geschlossenen Uetalldrtlhten auftretenden In- 
dactionsströman leicht and genan empirisch prüfen lassen, giebt es 
kein ähnliches Mittel zur Untersuchung des Wirbels der magnetischen 
ErafL Man mu&te sich deshalb zunächst von einer Hypothese {Uhren 
lassen, um auf diesem Gebiet vorwärts zu kommen. Sie besteht darin, 
dafs man nadi einer Fortsetzung des elektrischen Stromes von den 
Grenzen der Conductoren, an denen er nach dar bisherigen Anf- 
fEUsnng anfhOrt, in das Dielektricnm hinein sucht 

In einem geladene Conductoren umgehenden Dielektricnm be- 
steht elektrische Polarisation. Diese führten wir darauf zurQck, dafs 
die elektrischen Ladungen der Molekeln, welche sich im Ruhezustand 
nentralisiren, unter dem Einöufs der Feldstärke scheiden. Aende- 
rung der Polarisation ist danach Aendemng der Ladongsvertheilnng 
in den Molekeln, d. h. ein StrOmen der Elektricität; es liegt nahe, 
ihr dieselbe Beziehong zum magnetischen Feld zuznechreiben, wie 
dem Leitungsstrom in leitenden Körpern. 

Um diesen Gedanken mathematisch einzukleiden, denken wir 
ans die Ladung tönet Molekel aus zwei entgegengesetzt gleichen 
PankÜadnngen ± e an den Orten x^., y+, z+ und x_, ^_, x^ bestehend ; 

t{x+ - X.), e(y+ - y-), t(x+ - «_) 
sind die Componenten ihres elektrischen Moments. Die Compo- 
nenten l, m, n der Polarisation finden wir durch Bildung der Mittel- 
werthe dieser GrOisen ftu* ein Yolnmelement Nehmen wir an, es 
wären alle Molekeln gleich polarisirt, und 91 sei ihre Anzahl pro 
Yolomdnheit, so ist 

l -9ie(x+ -xJi 

m-giefe+-ff_) 

n -9Ie(t:+-»_). 

T^ifil diese Yoraussetznng nicht zu, so ist noch naditrfif^ch über 

alle Gruppen gleich polarisirter Molekeln zu summiren, wodurch die 
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üeberlegnng sieht weaeDtlicli geändert wird. Ntm aollen sich alle 
pontiven LadangeD um die Strecke dx+ m der Zeit dt verschiebeiL 
Darch eine zur z-Aze senkrechte Fläche dy dx treten dann alle die 
Pnnktladungen in der positiren x-Bichtnng hindurch, welche vorher 
in einem über dy dx als Orandfl&che errichteten Parallelepiped von 
der Höhe dx+ lagen, d. h. das positive Elektriiät&tBqnantQm 



denn 91 ist auch die Zahl der positiven FunkÜadangen pro Volnm- 
einheiL Verschieben sich die negativen Ladungen in der gleichen 
Zeit am ix_, so bitt in derselben Bichtnng das negative Elektricitäts- 
otumtom 

^edydz-^dt 

durch dydx hindordL Nach der Definition der Stromdichte (§ 57] 
haben diese VerschiebuDgen also denselben ElektricitAtstransport zur 
Folge vie ein Leitongestrom, bei dem die Componenten der Dichte 
die Beträge 

■d^M-dr^^h'''-H-ir-^}''-^ 



dy+ dy- \ dm 

dt dt l~ "5r 

d«+ dx^\ dn 

^t dTf "" "37 



haben. Fügen vir diese Componenten des sogenannten Yer- 
schifibnngsatromes in (239) za den Componenten u, v, tc des Leitnngs- 
stromes hinzu, eo finden vir 



(250) 



In Folge dieses Zusatzes sind die G^leichnngen (249) und (250) 
einander sehr ähnlich geworden. Dafs dem Auftreten des Leitungs- 
Btroms in (249) nichts entspricht, ist leicht verständlich, aber der 





en 4» 


(-11) 


8i 

-Wi- 


dN _ 4» 
- dx "^ A 


hw) 


en 

SS"" 


dL 4» 


h") 
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elektrische VerachiebtmgBstroni -^— etc. findet sein ToUkommenee 

AnalogoQ in den Gliedern -^j etc. der ersteren Gleicbnngeo. Da- 
gegen fehlt in (250) der Differeutialquotient der Feldstärke nach der 
Zeit, welche in (249) anftritt. 

Ziehen vir jetzt aus den Qleichangen (249) nnd (250) die 
Folgerangen, welche eich &ir das Innere homogener Dielektrica er- 
geben. In ihnen ist nach (208) und (203 a) 

l =kX m=kr n=kZ 
A^xL ^— xJf V ^ xN , 
also gehen die genannten Gleichongen Sber in 
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Id. 
1^- 




4it dl 
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4» dm 
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4„ dn 

-Ter 
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1+4»» 81 
XÄ dt 


1 
k 


lai 


an] 


1 + 4»» a^ 

KÄ dt 


1 

k 


Idm 

[si- 




1 + 4»» 
XÄ 


dt 



(251) 



(2S2) 



Ana ilmea folgt zunäcbBt 



l + 4»t d lai Sm , a»\ „ 

— k — ä7 [^SF+e^T + 'S^/" 
_ d jdi d„ a,] 



(2(2 s) 



Die links etehenden Terme sind die zflitlichea Yeränderungen der 
Dichte der wahren Elektiicität nad des scheinbaren Magnetisnins ; 
die letztere ist von allen homogenen Körpern allein in den perma- 
nenten Magneten Ton Nnll Terschieden, dort aber zeitlich nnverilnder- 
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lidi, die erstere im Dielektricom eben&lls zeitlich coustant — in 
üebereinstimmasg mit diesen Formeln. Da uns ein von elektrischen 
und ma^eÜBchen L&dnngen herrOhreiidea statisches Feld, dessen 
Gesetze wir schon kennen, nicht mehr interessirt, so setzen wir im 
Folgenden stets 

0/ . dm . dn 



dx dy dx 



dl dp. dv 



{263) 



Im A%emeinen wUrde sich dies Feld, da die Gleichungen (261) 
nnd (262] linear sind, zq den jetzt za betrachtendeD Torgftagen 
superponiren. 

Man kann aas (261) and (262) die Magnetiflinmg eliminireu, 
indem man die dritte der Gleichongeo (262) nach y, die zweite 
nach X differenzirt und subtrahirt, so dafs man anter Berück- 
sichtigung von (263) 

d_ld, dA Ä, 

erhitit Difierenzirt man die erste der GleichungeD (2S1) nach t, 
80 findet man aber 

^/a«_fl(i\ 4»» d'l 

ai \57 dx]" A dl'' 

Also gelten fUr die Componenten der Folarisation die Di£Ferential- 



gleichimgen 



4«t(i + 4n») a»; 



4«t(l + 4)i«) d'm 

'■"' Ji -FiT 

. 4»Hl+4ir») «■» 

''"-■ T' äTT- 



(254) 



Vertauscht man in dieser Ableitung die Bollen der Gleichungen (261) 
nnd (252]t so findet man einmal 

ö (dn dm\ Ä 

das andere Mal ' 

d_läi> _em\ (l+4»»)t d'l 

dt\Si Ti]~ nÄ 'S?' 
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also gelten fOr die MagnetiBinmg die eDtsprechendeo Qleicliiuigeii; 
4«t(l + 4.r ») a'J 



<)p 



4»t(i + 4»«) av 
^' sc 



4»i(l + 4«») 8'« 
^' ii ^■ 



(254a) 



Diese Oleichnngen haben die Form der sogenannten Wellengleichong 



Jf = 



' et'' 



welche in allen SchwiDgungsproblemen eine fondamentale Rolle 
spielt Diejenige particnUre Lösung, welche ebenen, in der posi- 
tiven x-Richtong fortschreitenden Wellen entspricht, lautet: 

n ~Fg(x-a(i V- G^{x-ai), 

TO die villktlrlicheD FancüoneD F^, F,, F^ nsd (?, , &,, Ö^ wegso 
(251], (252) und (263) freilicli nidit toq einander unabhängig aind. 
Wir gehen später näher auf die analoge Fraf^a bei der Uazwbll*- 
schen Theorie (§ 72] ein. Hier gentigt es, an dieser Lösong zn coa- 
Btatiren, dals sich nach unserer Theorie elektrische und magnetische 
Wirkungen durch Dielektrica mit der Geschwindigkeit 



a _ (254 b) 

y4«fc{l+4««) 
ausbreiten. 

Ln Vacumn, wo k und x Null sind, und nach unserer bisherigen 
ÄnschanoDg weder Uagoetisirung noch Polarisation existirt, gehen 
die Gleichungen (249) und (250) statt in (251) und (252) aber in 



(251a) 



dz 


dT 
"87" 


1 81 




ez 


1 du 

~Ä~aT 


dY 


dz 


1 ÖN 

~Ä~äT 
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dN _dM ^ 
dy "Wx 

dM 

dx ' 

Differonzirt man hier die dritte der Oleichangen (251 a) nach y, 
die zweite nach x und snbtrahirt, so findet man noch ähnlidL 
wie oben: 

d IdN 

dt I 



IdN dif\ 
\dy dxj " 



+ ÄAX. 



ans (252 a) folgt aber im Gegensatz zum Obigen 

d jdN d3l\ 
dt\dy 57/" ' 
so dafs 

AX=0, JY=0, JZ = 

wird. Ebenso nberzeagt nuui sich leicht, dalä anch 
JL=0, AM=0, JJV=0 

ist Die Divergenz der Feldstärken ist entsprechend der Oleichong (253) 
dabei Noll gesetzt Diese Gleictiiuigen lassen sich nun als Wetlen- 
gleichnngen 



Jtp s - 



dt' 



mit uoeodlich gro&er Fortpfianznn^^scfawindigkeit a aofiassen. 
unsere Theorie eigiebt also neben endlicher Änsbreitangsgeschwindig- 
keit in ponderablen Dielektriken Femwirkung im Yacnom, entsprechend 
der schon in g 56 am SchlaTs erwähnten Auffassung. 



§ 71. Uebergang zur Max well 'sehen Theorie. 

Ist nun in den Gleichungen (250) die Schwierigkeit betreffs der 
ungeschlosseneQ StriSme wirklich gehoben? Man kann diese Frage 
auch ohne Bechnung remeinen. In Vacaum ist ja der Zusatz 

-^ etc. Null, er nützt bei Fehlen ponderabler Dielektrica itberhaapt 

nichts. In der That ist noch der Definition der Stromdichte das 
tüx eine geschlossene Fläche gebildete Integral 
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das zweite Flädienintegral gilt fOr UastetdgkeitsäächeQ im eiD- 
geschlosBenen Baum] gleich der Zunahme der wahren Ladung in 
ihrem Innern, d. h. 

//'■."• -///If """ +ff"^- 

Da dies fOr jede Flfiche gilt, mvSa 



et 






-ir--(^ + ?J 



BeiiL Nach (201 a) ist aber 



4x 



[(IS,+ 4«.J + (e,+ 4a^)], 



so dafs stets die (}Ieichaiige& 

^(•+i-w<^+*»'')+ir(''+<nr^(''+H 



4s 61 
8« 



«5 I 



(265) 



(201aj 



(ZeSa 



gelten. Dagegen folgt aus {250] 



:-^)- 



(2t5b) 



und (rergleiche den Anfang von g 70) 

(tf,H + »J + (?- + *J - 0, 

Die Ctleichimgen (250) können also auch noch nicht streng richtig 
sein. Wohl aber fällt diese TJostinunigkeit fort, wenn man in ihnen 



dN 


du 

'ST 


-M'"-^^P^] 


BL 


dN 


=i.(.„.,i<i+-i) 


ex 




=4-h-^'^l^) 
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Dies tlmt die MAXwsLL'sche Theorie, welche fOr den Wirbel der 
magaetischen Kraft die &leichuzigen: 



(256) 



aitBetzt Die Analogie zu (249) ist jetzt, vom Leitaagsstrom und 
dem Vorzeichen abgeeehen, Tollkonunen. Bezeichnet man den ans 
Leitongs- und Yerschiebongsatroni resoltireBden Yector als elektrischen 
Oesammtstrom, so gilt nach (2B6) der Satz: Der elektrische Strom 
ist stets geschlossen; and zwar ist dies gemäfs (255) nur eine neue 
Formulirung des Satzes von der TJnzerstdrbarkeit der elektrischen 
Quanten. Damit ist die Frage nach der ESektrodjmamik ungeschlossener 
StrSme beantwortet 

Die physikalische Bedeutung dieses Zusatzes ist leicht zu er- 
kennen. Die bisher von uns benutzte, auf Poisson zurflckfUhrende 
Voretellnng legte Polarisation nur der Materie bei, sie macht zwischen 
Tacuom und Materie den TTnterscbied, daTs man es im ersteren 
nur mit der Feldstärke, in dem von der Materie eingenommeneD 
Volumen aber anfserdem noch mit der Polarisation zu thun hat 
Die erstere gehört auch hier dem alle Materie dorchdringendeD 
Äether an; die letztere hat dagegen ihren Sitz allein in den Molekeln 
der Materie. Nach der FASADAT-MAxwBLL'scheo Auffassung ist 
hingegen der Aether gerade so polarisirbar, wie die Materie; und 

zwar beti^t seine Polarisation das -^-— fache der Feldstärke. Die 

ganze Folarisatioo erhält man erst durch Addition der Antheile des 
Aethers und der Materie, d. h. diese ist gleich dem Yector, dessen 
Componenten 

-i-r + m«-i-{y+4««,) 



sind. Als Componenten des Verschiebungsstroms mnls man dann 
aber consequenter Weise die Gh^Olsen: 
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bezeichuea; so entstehea die Gleichnugen (256). 

B^ Bei nochmals darauf hingewiesflu, dala Fa&abat die Er- 
kl&nmg dea Diamagneüamos in der Ännalune der Magneüairbar^t 
dee Aethera sachte. Die gesammte MagneÜBimng des Aethen und 

der Materie ist ganz analog durch die Componenten ——{L-i-iMi.), 
■j—[M-i-4an), -j-~-{If-i- 4av) g^eben, uod die in (249) auftreten- 
den Differentialqnotienten -^ (Z + 4 n 1] etc. lassen sich als die 

GompoDenten des magnetischen Verscbiebungsstroms bezeichnen. 

Das VerhältniTs der Polarisation in der alten za der in der 
neuen Aufbasnng ist 

l 4jtk 

l + 4ni 



Es wird 1 wenn man k Über alle OrOrsen wachsen UUst. Anf 
diesem Wege muTs sich also die in § 70 vorgetragene Theorie in 
die MAXWELL'sche überfahren lassen. Um dies näher aaBzofObren, 
moltipliciren wir alle Werthe von k mit einer Zahl 91*, alle Werthe 
der Stromdichte q und ihrer Componenten u, v, w, sowie der Polari- 
sation« und ihrer Componenten I, m, n und schlieTBlicb die Constante ^ 
mit 91. Die Qleichungen (249), welche sich, wenn k tou Null rer- 
schieden ist, auf die Form 



dy U ö" Ul " ^ dt 



etc. 



biingen laBsen, bleiben davon ebenso unberührt, wie die Glei- 
chnngen (250) 

Lassen wir nun 91 Ober alle Grenzen wachsen, so verschwinden 

die OrOisen ^ = -r etc. wie ^ , und mit ihnen der Unterschied 

zwischen den Gleichungen (256) und (260), sowie der zwischen (256 a] 
und (256 b). Durch die beiden Gleichungentripel (243) and (258) 
nebst den nöthigen Nebenbedingnngen ist aber der Vorgang, wie 
wir in § 76 zeigen werden, eindeatig bestimmt Im Qrenzfall 91 — oo 
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f^eben also beide Tbeorien fOr die Werthe der Fol&riBation, Magneti- 
sinmg etc. dieselben Beealtate. 

Gegenstand der Beobachtong sind aber niemals diese QrO&en 
selbst, sondern die tos ibnen berrfibrenden ponderomotorischen 
Kräfte und die Energieqa&nten, welcbe der elektrische Strom in 
einander umsetzt Die Formeln fOr die ponderomotorischen Wirknngen 
des statisches magnetischen Feldes werden nun dnrcb die Moltipli- 
cation mit 9t nicht berOhrt Ans dem Anedmok (210b) fOr die 
Dichte der elektrischen Enei^e 



8, >" -^' -•-•I- 8,f 
hebt sich nnn aber 92 im Grenzfall 9t = CO wieder heraus; das« 
selbe mnJE deswegen auch für die ponderomotorischen Wirknngen 
des elektrischen Feldra gelten, was man am einfachsten an den 
Gleichungen (217) und (217 a) 

3E = -5-^ + -5-J^ + -5-2- , etc. 
dx dy d% 

-^ - ^\1'^ (X» - r« - Z«) + 1 0(Z» + r« + Z») , 



bestätigt; denn & transformirt sich wie A;. Und die Gleichongen (240) 
tOx die Eraft, die ein Element des Stromleiters im Magnetfeld 
er&brt 

'S. = -r[Nv— Uw)dxdydx etc. 

werden von der Multiplication mit 91 ebenso wenig betroffen, wie 
Gleichung (229 b) fOr die vom Strom producirte Energie 

J- CCHKu + Yv + Zw)dxdydx — [[dtE^^q^, 

da sich E^^ wie X transformirt Die üebereinstimmung zwischen 
der bisherigen Theorie and der ihr zu Grunde liegenden Br&hmng 
wird also durch den Grenz&beif;ang nicht gestfirt 

Fahrt man um an den Gleichungen (217 c) durch, so Tsr- 
Bchwindet die durch Spannungen nicht vermittelt« Femwirknng, 
welche sich in den Gliedern 

,dg> _ 1 IdX , dr , Ö2I 



' dx i^ \dx^ dy"^ d 
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ansdrflckt vie -^ - Dafllr gehen die SpaimougBcomponenten X^ etc. 
in die MAZWELL'schen Werthe (217 a) aber. 



§ 72. Ebene elektromagnetische Wellen In Dielektriken. 

Wir legea von jetzt &n die MAXwsLL'sclie Theorie der Be- 
trachtnng zn Grunde, d. fa. irir gehen von den Gleichoogea (249) 
nnd (256) ans: 



•3 5y(i + 4»i) 



dx dy A dr ' 



er 



dx ■ 



aWi"-' 
1 9 , 



Fllr homogfloe leitende Körper gehen sie nach (203], ( 

(213) Ober in 

SZ _eY^ 1+««« OL 

~Sy dx~ A et 

ax_dz 1 +4»»a« 

"ST "57" ^ s< 

ar_ ax _^ 1 + 4»» ajf 

aa; a« " J "57 



(267) 



(268) 



3&) and 



(269) 



aw 



l{4,.y+(i+4»*)«I} 






f-|f-3{-'-^('^^-)^}- 



(260) 
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Die letzteren aind insofern specieUer als (258), als bei Yerwendnng 
von (219) das Fehlen localer elektromotoriBcher Kräfte angeDommen 
ist Ffür niclitleitende Sabstanzen (r « 0) folgt ans ümen znn&chrt 
analog zu (252 a) 

vas wiederum die ünveränderliclikeit der wahren elektrischen und 
der scheinbaren magnetiachen Ladungen aasspricht Wir setsen, 
nm statische Felder von der Betrachtung anszuechliefsen, die 
Divergenzen 



a« + 8» "'' fl« ~ 



(261) 



und wollen diese Q-leichongen anter Vorbehalt späterer Bechtfertignng 
(siehe § 74) auch auf leitende Körper übertragen. 

Dann wenden wir hier dasselbe Verfahren an, durch welches 
wir in § 70 zu den Wellengleichongen gelangten; d. h. wir diffe- 
renziren die dritte der G-leichnngen (259) nach y, die zweite nach » 
und snbtrahiren; differenziren wir femer die erste der Glei- 
chungen (260) nach t, so erhalten wir 



dN dit\ IL ÖX , „ , . „Ö>X1 



dt \dy d 

Vertauscht man bei diesem Verfahren dieRoLLeu der GMeichungen (259) 
und (260) mit einander, so findet man entsprechend 

JJi = -4«r(-^-^]-(l+4,Ä)^^-^-^J 

-— ^~|4»T-^ + (l+4.A)-^}, 

so dafs &a die je drei Gomponenten der beiden Feldstärken DifTe- 
rential^eichungen von der Form 

^»'-i^{4.'42L + (l + 4»»,^} (262) 

gelten. 
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Zmi&chBt woUflD wir Don die Yor^nge in eiaem mdiÜeitendeD 
Mediam in'e Auge fassen. G-leichung (261) geht fBx t =3 Aber in 
die Wellecgleichnng 

^^^ " + *"*K' + ^"' g|, (262.) 

welcher durch den Ansatz 

Y^F^{x-at) M= G^ix-at) \ (283) 

genflgt wird. Die Fortpflanzoi^sgeBchwindigkeit a ebener Wellen 
ist dabei nach (262a) 

''-y(i + 4>.i)(i + 4,.) • f"»^' 

Die sechs Functionen F und mttssen nun aber noch gewisse 
Relationen erfUUen, damit auch den G^leichungeo (259), (260) und den 
Relationen (261) genügt wird. Die beiden letzteren gehen nämlich 
fOr (26S) aber in 

(?,' = 0, 

wo fj' und Oj' die Derivirten der Function F und O nach ihrem 
AignmeQt sein sollen. X und L müaaen also r&nmlich und zeitlich 
constant, und da wir statische Felder ausBchliefsen wollen, Null 
sein. Die Gomponenten beider Feldstärken in der Fortpfluianngs- 
riohtnng sind Null; ebene elektromagnetische Wellen sind daher 
transrersaL 

Die Gleichungen (259) vereinfachen sich unter diesen umständen 
zu den folgenden Beziehungen zwischen F^, F^, Ö^ und 0,: 



dz 

' dx ' 



-.■-i^w-ic+^">''.'-i/3ls<'.- 



dY 



„, 1 + 4«» SJV ",,.. ,„, ,/I+4i.» 

■"' 2— är-j" + *"•'''• -l/i + 4VF°'- 

Die Q-leichnngen (260) liefern nichts Neues, weil sie aus (256) und 
den Wellengleichongen fUr die sechs Eraftcomponentea faerroi^ehen. 
Da nun aber keine dieser rier Fonctionen einen zeitlidi und rftom- 
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]ißh constacten Sommiuiden enthalten darf — sonst kämen wir ja 
irieder auf itatische Felder — , so mala 






(266) 



y^+^' 1^^+^ (265a) 

sein. Hieraus folgt 

TM+ZN=0; 

die elektrische und die magnetische Kraft stehen aof einander 
senkrecht Nun enthält der Ansatz (263) immer noch zwei will- 
kOrliche Ftmctionen, F, und F^; er stellt also zwei unabhängige, 
einander überlagernde und, wenn wir einen bekannten BegrifT aus 
der Optik übertragen, senkrecht zu einander polarisirte Wellen dar. 
Um die eine davon zu isoliren, setzen wir ^ = 0. Dann ver- 
schwinden Z und M und man erkennt, dafs 
in einer elektrischen Welle Fortpäanzunga- Xyji^ihn. 
richtung, elektrische und magnetische Kraft 
wie die x-, die y- \ind die a^-Äxe zu einander 
liegen (siehe Figur 30). 

Nach (264) ist im Vacuum die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen a gleich der Lichtgeschwindigkeit im 
Vacanm. Dies legt den Gledanken, dals p^g. so. 

Lichtwellen nichts Anderes als elektrische 
Wellen von sehr kleiner Wellenlänge (10'" cm] sind, äuTserst 
nahe. Soll er zutreffen, so muTs für nichtmagnetisirbare Substanzen 
der Brechangsindex 



— =!yi + 4nft 

sein. Diese von Maxwell znerst entdeckte Beziehung zur Dielek- 
tridtätsconstanten bewährt sich zwar bei einigen Snbstanzen auf- 
fallend gut, bei anderen freilich gamicht, doch kann die Ueorie 
(siehe Band V dieser Yorlesongen) auch über die Abweichungen 
Rechenschaft geben. Die auf Grand der elastischen Lichttheorie 

H. V. HiLMHOLTZ, Theont. Pbyilk. Bd. IV. 2Et 
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nie entflcbiedene Streitfrage, ob das lacht in der PolftrisatioDsebese 
oder senkrecht zu ihr schwingt, ist dann dahin zd beantworten, dab 
die eine der beiden Feldetärken in ihr^), die andere senkrecht zn 
ihr liegt Beide sind nach (265) mit einander verknUpfl. Elektrische 
Wellen k&nnen nicht ohne magnetiHche bestehen und amgekehit. 

§ 73. Kugelwellen In Dielektriken. 

Eine andere ein&che LSsung der Wellengleichung (262a) erhaltoi 
vir, wenn wir festsetzen, dafs die Function F die Goordinaten nnr 
in der Verbindung 

enthalten soll, und dann 

F 
9~ — 

setzen. DuTcli Differeotiatioii folgt dann 

e^ I F \ dF\ 

ä? "(""?" + TT "äTJ* 

ay ^j.J_ S_F ^läF 3 dF 1 S"« 

ärt' " r' + r" "ör ^ ^ [ r' ~ TT ar ■*■ TT ^ '• 

bildet man anlog die anderen beiden zweiten Differentialqaotieiiten 
nach den Goordinaten, Bo folgt dojcb Addition: 
1 ä"F 

Anderereeita ist 

SV 1 d'F 

'S?' f öl«' 
also gebt die Differentialgleichung für if 

über in 

d*F ,d»F 

ör» " ** dt' ' 
deren eine Lösui^, welche einer rom Punkt r = ausgehenden 
Welle entspridit» 

Jf-F[r-<i(} 
lautet Die andere 

F= F{r + a(i 

*) Nacli neneren Fonohnngeii die magaetiBolie. Der Hamugober. 
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387 



eif^be Wellen, welche nach dem Nnllptmkt hin laufen. Nur dieser 
selbst ist ausgeschlossen, ireil wir soeben durch — dividirt haben. 
Nun kÖDueD wir auB dieser einen Lösung der Wellengleichung 
durch behebig oft wiederholte Differentiation nach den Goordinaten 
und der Zeit und durch Addition solcher Differentialquotienten neue 
Jjöaangen gewinnen. Z. B. überzeugt man sich leicht, daJÄ nach 
dem Ansatz 






dtp 



r-- 



1 +4ffft 5'y 



(266) 



dxdy "* A dxdt 

dxdx Ä dydt 

der Wellengleichung durch alle sechs Functionen X, T, Z und L, M, N 
genfigt ist. Zugleich aber sind, wie man durch Einsetzen sieht, 
auch die Qleichungen [259] und (260) befriedigt. Die Divergenz 
der elektrischen und magnetischen Kraft ist gleich Null, wie es 
sein mofs, wenn aus (259) und (260) die Wellengleichung folgen soll, 
um den Anaatz (266) zu discutiren, setzen wir in ihm 
d^ X d<f> 
dx r dr 

"5?" " r dr "^ r \r dr j 
d'<f. xy d 11 dip\ 
dxdy ^ r dr \r ör j ' 
denn wie die Function F ist auch q> nur von r und t abhän^. 
Dann finden wir 



r dr \r 

r dr \r 
L- 



y*+ X* 



dri 



U--- 



l + 4iit j 



drOl 

d'<f 
drei 
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Hieraus folgt 

Lx + My + Nx^O 

d. h. die magnetische Kraft steht auf dem BadiuBTector r seiüa-echt. 
Da L'^O, steht sie auch aof der x-Bicbttmg senkrecht, d. h. ihre 
Bichtung ist durch die Breitenkreiae einer Ei^el um den Packt 
r <= gegeben, venn man die DurchstoJspnnkte der x-Axe als die 
Pole ansiehL Ferner folgt 

XL+ YM+ZN-0; 

d. h. elektrische und magnetische Feldstärke sind zn einander senk- 
recht. Dagegen ist 



Xx+Yy-i-Zx~2- 



oder anders geschrieben 



--7^ 



■)»+ Tt/+ Zx — 0. 



Man darf also die Transversalität der elektrischen Wellen nicht 
dahin miTsTerstehen, dals die elektrische Eraft immer senkrecht zur 
Bichtong nach der Erregongsstelle wäre. Vielmehr superponirt sich 
za einer in der Meridianrichtong der genannten Engel liegenden 

Feldstärke, deren Compooenten (x "ä"^) > ^'^ ^"^j ^^ "* 

der IC -Bichtong liegende, auf der ganzen Engel gleiche Eraft 

2 d<p 

r dr' 

Setzt man in [266 a) 



d n d<p\ 3F 3F' F" 
a7l7"57J=Tr-Tr + 7r 

ZU setzen. Behält man dann nur die niedrigsten Potenzen von r bei* 
80 erhält man die folgenden Annäherongeformeln fBa: grofse Ent- 
fernungen vom Ausgangspunkt: 
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S'+' 



-F" 






(266b) 



Eb gelten mit deraelben Äjuiähenuig die drei Relationen 
Xx+ Ty + Z» — Q 
Lx + Mj/ + ?rx ^ 
XL+TM+ZN=0; 

Fortpflanzungerichtung, elektrische und magnetäeche Feldstärke 
wet^n im Unendlichen yiie bei einer ebenen Welle auf einander 
senkrecht 



§ 74. Ebene Wellen In leitenden Körpern, 

Um die Vorgänge in leitenden Körpern zu unterauchen, gehen 
vir zunächst auf die Gleichungen (259) und (260) 






BT 



l + 4»t ÖL 






-t{*"^+(' + *"*'w} 



zarDck. Eine LfiBimg Ton ihnen erhält man, wenn man die magne- 
tische Feldet&rke für alle Zeit gleich Nnll setzt Dann ist anch der 
Wirbel der elektrischen Kraft Nnll, diese also aus einer Potential- 
functioB ableitbar. Trotzdem ist das elektriscbe Feld kein statisches; 
Tielmehr genügt die Componente X der DifferentialgleiiduLiig 



deren allgemeiiM X<0«ang 
X = 



Xg6~ 



5 = 2;,6' 
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Der Tector T^, Y^, Z^ ist dabei nnr der Bedingung unterworfen, 
dab er wirbelfrei ist Ein nach den Qesetzen der Elektrostatik 
aber den Leiter rertheiltes Feld klingt also, wenn es einmal be- 
standen hat^ nach dem Exponentialgesetz ab ; nnd zwar ist die Zeit, 
in der die Kraft auf den e-ten Theil herabgeht gleich 

l+Aak 
4«r 

nnd wegen der Gröfse von t bei gutleitenden Sto£fen nnmefsbar 
klein. Das Gleiche gilt von der elektrischen Ladung, da sie der 
Divergenz der elektrischen Kraft proportional ist Aach sie ver- 
schwindet praktisch momentan; der Leitungsstrom aber, welcher den 
LadnngBauHgleich bewirkt, wird — dies ist der Sinn der besprochenen 
Lösung — in seinen magnetischen Wirkungen vollkommen durch den 
Terschiehnngsstrom compensirt. Hieraus folgt unsere Berechtigung, 
bei der Untersuchung elektrischer Wellen gemäfs (261) auch bei 
leitenden Substanzen 



zu setzen. Im Allgemeinen superponirt sich noch solch' ein wirhel- 
freies, abklingendes Feld über den Schwingungsvoi^ang. 

Unter dieser Torausaetzung haben wir schon in § 72 aus (259) 
und (260) die Differentialgleichung (262) abgeleitet, welcher die 
Componenten beider Feldstärken gehorchen. Setzt man zur Ab- 
kürzung 



V(I + 4ii)(l + 


i„.) 


4«t(1 +4»S) 




A' 


' 


1 «V , 


^- 



(267) 

Da sie linear und homogen ist nnd constante GoefGdenten besitzt, ist 
^ = ße'j" + " (268) 

eine Lösung, wenn die Constanten p und s der Gleichong 

«*=.-^ + ifcp (268a) 
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geoflgen. Der r«elle und der imaginäre Theil tod (268) giebt jeder 
für dcli eine in der x-Bichtnng fortschreitende ebene Welle. Dabei 
sind p und a im Allgemeinen complex. Zeitlich rein periodischen 
Schwingongen entspricht ein reeller Werth von p; die Schwingangs- 

daner betilgt dann 

P 
Um den letzteren Fall näher zn ontersacheD, setzen wir 

s = 5 + »>, 

wo q nnd r beide reell sein sollen, and finden durch Trenanng der 
reellen nnd imaginären Glieder in (2(i8a] die beiden G^leichongen 

* a» \ (268 b) 

2qr= bp ) 

znr Bestimmang von r und q. Aas ihnen folgt (die Vtnrzeichenfrage 
entscheidet sich dadurch, dafs q* nnd r* positiT sein mllBBen] 



Nach (268) ist aber 

qs = a«<"eUj>« + r«). (268c) 

Sollen die Wellen in der positiTen X-Bicbtung fortscbreitenj so mufs 
also [p > Toransgesetzt) r < sein. Aus der zweiten der 
Gleichungen (268 b] geht dann auch q <0 hervor, so dais 



— ii/iW^ 



■i/^(i^ 



(268 d) 



ZQ setzen ist. 

Nach (268 c) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 



mw- 
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ä. h. um BO KTSfaer, je kleiner die Periode ist. FOr sehr sdunelle 

P 

neben 1 fortgelasnn Verden kann, 

nimmt sie den für einen Nichtleiter von gleicher Dielektricit&ta- 
constante 1 + 4kA und Permeabilität 1 4- 4nx geltenden Werth a an. 
Im Oegensatz zn den Wellen in Nichtleitern ist aber die dnrch (268o) 
angegebene Welle gedämpft; ihre Amplitude nimmt, da $ < 0, in 
der Fortachreitongsrichtung ab. Und Kvar, da 






auch dann endlich, irenn p über alle Grenzen wächst; denn da 
, , 1 b*a* 



f, 



.-- + ■ 



lim j ™ - 



Mit unendlich wachsender Leitfähigkeit r wachsen auch b und q 
in's Unendliche. In dem durch r — ao charakterisirten „■FoUkommenra" 
Leitn- kSnnen sich Wellen also Oberhaupt nicht fratpflanzen. Das 
folgt auch unmittelbar ans der DifferentiolgleidinDg (267); ist ft — oo, 

so muä -^ — sein, da J9) stets endlich bleibt 

FUr sehr langsame, durch kleine Werthe von p ausgezeichnete 
»1 
Schwingungen kann man in (268 a] =y QBben b p Temachlässigen, 

oder was dasselbe sagt, in der Differentialgleichung (207) das Glied 

-y ■ ^ , • Diese geht dann in die Wärmel^tungsglttohung 



GRENZBEOmGUNGEN. 



% 75. Grenzbedtngungen. Die Reflexion elektrischer Wellen 
am vollkommenen Leiter. 

Während wir bisher cur das Lmere homogener Körper der 
Betracbtang za Grunde legten, wollen wir jetzt die allgemein gültigen 
Gleichungen (249] and (256) zur Ableitung der Grenzbedingungen 
An einer ünstetigkeitsfläche benatzen. Die Normale des za be- 
trachtenden Fläcbenelements weise in die z-Bichtong; wir bilden 
den Circolationswerth der magnetischen Eraft für den ümiang eines 
nnendlich Ueinen, sehr lang gestreckten, von der ÜnstetigkeitsSäche 
halbirten Bechtecka d^d'ii. Nach (256) ist er, da die aaf rf| be- 
züglichen Theile za Temachlässigen sind: 

«-i^)i,-i-(4,»+M+i£^)jjd,. (269) 

liäfst man hier d^ kleiner and kleiner werden, so findet man als 
Orenzbedingang 

if, -jf,. I 

Da man genaa so \ (270) 

N,^N^ I 

ableiten kann and wegen der Symmetrie zwischen (249) and (256) 
fOr die elektrische Kraft dasselbe gelten muXs, wie f&r die magnetische, 
80 ist an<^ 

Yj = Yt, Z^~Z^. [270a) 

Die tangentiellea Gomponenten beider Feldstärken sind stetig. DrQckt 
man dies im Anschlofs an g 66 dahin ans, daTs ihr Flächenwirbel 
Terschwindet, so tritt besonders deatlich hervor, da& diese Grenz- 
bedingung nur ein Grenzfall der Ghnndgleichnogen der Hazwell'- 
schen Theorie sind. Es sind dies dieselben Bedingungen, die wir 
schon früher, freilich fQr einen engeren Gültigkeitsbereich, kennen 
gelernt haben. 

Nur eine Aosnabme giebt es. Die Stromdichte q muls stets 
endlich sein, wo es die Leitfähigkeit t ist Sonst wUrden nach (229 d) 
anendlich grofse Energiequanten als Joui^'sche Wärme auftreten. 
Beim vollkommenen Leiter dagegen kann q auch anendlich sein. 
Dem entsprechend kann sich das Glied v>d^ in (265) mit ab- 
nehmendem d,^ nidit dem Werth 0, sondern einem von Null ver- 
schiedenen Gh-enzwert u>' nähern. An die Stelle von (270) treten 
dann die Bedingungen 
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3fi-i^- ^w' 



(270 b) 



{270 c) 



wenn ti' analog der Grenzwerth von «d| ist Nun kSnuen aber 
nach den Torigen Paragraphen Schwingungen im Tollkommenen 
Leiter nicht fortpflanzenj es ist also ifj = ^, = zu setzen, wenn 
der Leiter auf der durch den Index 2 gekennzeichneten Seit« der 
Grenzfläche liegt Also sind 

Wie man an den Gleichungen 

lim («"^1«*^) = w'di? 

df .0 

lü. Hi d^ = V dl 

il| = 

erkennt, sind w'dij iind v'd^ die Intensitäten der dnrch die Recht- 
ecke d^dij und d^d^ hindurchtretenden Ströme. Es entspricht 
genan der in § 66 gegebenen Definition des Flächenwirbels, wenn 
wir den durch «' = 0, to' und v' als Componenten definirten Vector 
als die Dichte des elektrischen Flächenstroms bezeichnet Die 
Gleichungen (270b) lassen sich dann mit den Worten ansprechen: 
Der Flächenwirbel der magnetischen Feldstärke ist gleich dem 
4 n-fachen der elektromagnetisch gemessenen Dichte des Flächen- 
stroms. Der letztere schützt das Innere des Tollkommenen Leiters 
TOr dem Eindringen der Wellen. 

Die Grenzbedingungen (270 a) f[ir die elektrische Kraft geheo 
am Tollkommenen Leiter über in 

Fj =0, 2i = 0. (270d) 

Dies wollen wir benutzen, um die Keflezion ebener Wellen, welche 
auf die ebene Grenze eines vollkommenen Leiters senkrecht auf- 
treffen, zu er&rtem. 

Die Grenzebene habe die Gleichnng x^^Q, der Leiter erfülle 
die Baumhälfte, in welcher x positiv ist, während die andere Hälfte 
von einem Dielektrikum eingenommen sein soll. Der Ansatz (2C3) 
gieht deshalb f^ die Darstellung einer ebenen auf die Grenzfläche 



§ 15 REFLEXION AM VOLLKOMMEKEN LEITEE. 395 

aufbreEfeDdeD Welle, wenn man l', = 0, F^= F setzt und (265) 
beachtet, die Gleichangen 

i = At = N- 



1 + 4«« 

Der Qrenzbedmgung F = für a; = ist hier, abgesehen von dem 
trivialen Fall F= 0, nicht genügt. Deshalb entsteht an der Grenze 
eine neue, in der negativen x-Bichtang fortschreitende Welle, deren 
elektrische Feldstärke die der einfallenden in der G^renzebene gerade 
aufhebt Die Gleichungen 

i=0 r = - FC-as-aQ 2=0 

(271) 



i = if=0 N=\/l±^Fi-.- 
|/ 1 + 4jix 



at) 



geben aber eine in der negaÜTen z-Bichtung fortschreitende Welle, 
weil diese zu den Bichtungen der beiden Feldstärken die in Fig. 30 
ajigegebene Lage hat Und für x = ist die ans beiden Wellen 
resnltirende elektrische Kraft 

Y= F{x~at)- F(-x-a(l 

anabhängig von t gleich Null, w&hrend die resnltirende magnetische 
Kraft 

^= l/rrl^ ^^^^ ' "'^ + F{~x~ at)) 

dort den Betrag 2 l/l^*-— F(- o() hat Die Gleichungen (271) 

enthalten demnach die Darstellung der reflektirten Welle. Sie Ist 
an Intensität der einsenden gleich. 

Bei periodischen Schwingungen kann man 
F{x — oi) = 8in«(a: — oQ 
setzen, die resultirenden Feldstärken erhalten dann die Beb^ge 
r= ain«(a! — a() + 8ins(a! + fl() = 2 8in(«a;)cos(saO 



-^m 
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E^B bilden sicli an der refloktirenden Fl&che demnach stehende Wallen, 

und zwar liegen in ihr sowie in den Abständen — , — , — . . . von 

s s a 

ihr Knoten der elektrischen und Bäuche der magnetischen Kraft; 
dagegen in den Abständen — , ^— , -5- . . . Ejioten der magne- 
tischen und Bäuche der elektrischen Kraft. 

Hbinsich Hehtz hat diese stehenden Wellen experimeDtell 
nachgewiesen. Kr erzeugte elektrische Wellen im Lufb^um, indem 
er in einem mittele des laductoriuma aufgeladenen Leitersystem 
Entladungsschwingungen (siehe § 77) hervorrief, Znr Auffindung der 
Lage yon Knoten und Bäuchen diente ihm ein kreisfSrmiger, an einer 
Stelle durch ein Funkenmikrometer unterbrochener Draht, an dem 
eich die Inductionswirknng der Wellen durch Ueberspringen tou 
Funken kundgab. So konnte er an der Lebhaftigkeit des Funken- 
t^iels die Lage der Knoten und Bäuche erkennen, den Abstand 



und nach einer Schätzung der Schwingungsdaner X zur Ermittelung 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen in Luft 

2n 

gelangen. Dafs er dabei einen der Lichtgeschwindigkeit im Vacuum 
sehr nahen Werth &nd, spricht sehr fflr die MAZTELL'sche Theorie; 
denn da k und x fUr Luft sehr klein sind, stimmt dies mit Gleichung 
(264) aberein. Die in § 70 vorgetragene, die Femwirkung im Ya- 
cuum beibehaltende Theorie würde dagegen nach (254 b) einw 
sehr viel grö/seren Wert ergeben. 



§ 76. Das Energiepiinclp In der Maxwell'schen Theorie. 
Eindeutigkeit der Lösung der Maxwell'sclien Gleichungen. 

Die Gleichungen (249) wurden in § 69 ftlr ruhende Körper ab- 
setzen und die Gleichungen (249) gehen fOr sie Über i 



dz 


dY 
etc. 


löL 
Adt 
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Wir kSimeii diese Fonn aber auch aas den Oleichougeu (259) er- 
zielen, wenn wir den permanenten Magneten den Wert x ^ 
znBchrfiiben, wie wir es schon im g 54 taten; diese Festsetzung ist 
aach notwendig, wenn die Formel (211 d) für die magnetische Energie 
gelten soll. Bann sind die Gleichnngen (259) ebenso allgemein wie 
(24Ö). Wir führen sie zur Erleiditemng der nachfolgenden Kech- 
□nng hier noch einmal an: 



(259) 



BZ 


dY 

"a7~- 


l + 4a» 
A 


ÖL 

et 


dx 


ez 
"87-" 


1 + 4«« 

Ä 


an 

"87 


ÖY 


dX 

--SJ — 


1 + 4»» 

A 


es 
TT 



Der zveita Tripel unserer achleclitliin als MAxwKLL'sche Gleichungea 
bezeichneten ärnndformeln lautet iu der analogen, noch ganz all- 
gemein gtiltigen Form; 



8jy 
8» " 
BL 
"57" 

B_M_ 
~dx~ 



" l(4.„ + (l + 4,.,«^^ 



Bz 
BN 

"87" 



'Bl 



4lii> + (l + 4iii)- 



||,^(4,„ + , + 4,.^) 



(272) 



Diese sechs (Gleichungen multipliciren wir nun mit - 
X Y, Z und addiren sie; dann finden wir 

Si 8iV\ IBli 
Bz dJ'^ [Bx 



BL \ 

BsI 

_BX\ 

" Byj 



.(^>.+ r. + z») + A|i+i!L^(x. + i^ + z<) 



m 


BM 
"-"«7 


,dz 

~ " ha 


Sri 
-87) 



(1 + 4»») 
8n 



(L' + M' + Jf") 



Die linlie Seite lälst sich nun leicht auf die Form bringen: 



^{-fc<''*-^*'"^^^^'■-^^-^-i 



-{Xli- 



■YL).\ 
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(273) 



Integrireo wir also Über einen abgeBchloBseoen Theil des Kaumea, 
Bo liefert die Anwendung des OAüBS'schen Satzes: 

-|j{-^- /TAl &4nk]{X' +Y*+Z']dxd3dx 

+ ~ f f f (l + in x)[L* + M* + N')dxdydz\ 

+ CCCiXu ■+Yv+ Zu>)dxdydz 

- -^ CCds IyN - ZM)coB{nf,x) 

+ {ZL - XN) cos («„ y) + {XM - YL) cos (n„ z) . \ 

Dabei ist Stetigkeit aller üebergänge vorausgesetzt Das erste 
Glied der Unken Seite ist nach (210 b) und (211 d) die Zunahme 
der Summe ans der etektriBchen und magnetiBchen Energie pro 
2eit«inlieit, das zweite die von elektrischen Strömen pro Zeiteinheit 
erzeugte Energie, welche bei TeriLnderlicheo Strömen im Qegeneatz 
zn stationären nicht für jedes abgeBchlossene Stromgebiet Noll zu 
sein hrancht, sondern sowohl positive als negative Wert« annehmen 
kann (vgL § 69). Die rechte Seite giebt also an, wie viel Ekiergie 
in der Zeiteinheit in das betrachtete Kaomgebiet durch die Ober- 
fläche hineinströmt Es ist wichtig, daSs das Fläcbenintegral t&t 
die unendlich ferne Fläche nicht immer verschwindet Bei der 
Eugelwelle z. B. zeigen die Formeln (266 b), dafs die Componenten 



beider Feldstärken im unendlichen nur vi 



- abnehmen, die Aus- 



drücke {YN—MZ} etc. also vri« -^ , so dafs das fragliche Integral 
flir die unendlich ferne Fläche einen von Null verschiedenen Greni- 
werth hat Das hängt damit zusammen, daJB das Erregongscentrum 
der Eugelwelle Energie ins Unendliche ausstrahlt 

An die Gleichung (278) knOpft sich der schon in § 70 an- 
gekündigte Beweis, dals das elektromagnetische Feld in einem Baum- 
theil [der auch unendlich grofs sein kann) gemäfs den Gleichungen 
/259) und (272) eindeutig bestimmt ist, wenn 

1. der AnfangBzustand X^, T^, Z^; L„, Mg, N„ für t = 0, 

2. die locale elektromotorische Kraft 3 [Componenten: a, ß, f], 

3. an der Grenze die tangentialen Componenten der elek- 
trischen oder magnetiBchen Feldstärke itlr alle Zeiten ( > 
bekannt sind. 
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Za diesem Zweck rerwandeln wir GleiclitiQg (273) durch Au- 
weodoDg TOD (221) in 

+ -^fffi^ + 4n*)(I'' + M'+ N*)dxdydx^ 

+ C C C l{u' + V* + v>'idxdyd»= f f fiau + ßv + yw)dxdydx 



- ZM]G06(n^,x) 
+ {ZL - XN)coa[n^,y) + {XM - ri<) cos («,,»). 



(273 a) 



Wir bemerken zonächst, dafs der Integrand des F^chenintegrals 
cor Yon den Tangentialcomponenten der beiden Feldstärken abhängt; 
denn legt man die x-Äxe in die Eichtang von n,, so gebt er über in 
{YN— ZMy Angenommen nun, wir hätten zwei Lösungen X', 1", 
Z'; U, M', N" and X", T', Z"; L", M", N" der MAXWELL'acben 
Gleichungen, welche beide denselben unter I., 2. und 3. angegebenen 
Nebenbedingangen genügen, so gehören ihnen nach (221) gewisse 
Werthe u', i/, w' und u", v", w" der Componenten der Stromdichte 
zn. Die Differenzen X^X' -X!', T = r - r' ... m -«'-«".. . 
genügen dann ebenfalls den KAZw&LL'schen Grleichungen, aber den 
Kebenbedingnngen, dals 

1. im Anfangszustand beide Feldstärken Null sind, 

2. die locale elektromotoriache Kraft rerscbwiadet, 

3. die tangentielle Gomponente der elektrischen oder der 
magnetischen Feldstärke an der Grenze dauernd Null sind. 

Den beiden letzten zu Folge ist die rechte Seite von (273a) gleich 
Null, also da 

rrri(u8 + »1 + „*)da:dffd»^o, 

-^{g^/TAl + 4»ft)(X> + y + Z^dxdydz 

+ ^ rrAl + 4n*)(t» + Jf» + N*]dxdyd%\^^. 

Im Anfangszustand sind aber nach der Nebenbedingung 1. elek- 
trisf^e und magnetische Energie beide Null; negativ können sie 
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nicht Verden; also rnob tiier das G-leichheitBzeicheQ gelten, woraas 
onmittelbar 

r= r- r'-o 

etc., 
» = »' - u" = 
etc. 
ä. h. die Eindentigkeit der LSeong folgt 

§ 77. Das Ener^eprtncip In der Theorie dar quasl- 
statlonären Ströme. 

Wir sind jetzt in der Lage, den in g 68 geforderten Beweis 
zn fDliren, dals die in dem ersten Theil des dritten Abschnitts dar- 
gelegte Elektrodynamik zusammen mit der in § 69 entwickelten 
Theorie der Indnction dem Energieprincip genügt Im § 69 er- 
wähnten wir sogleich am Anfang, dafe die Indnctionsgesetze nicht 
streng, sondern nnr für relativ langsame zeitliche Veränderongen 
gelten können. Zunächst mtlssea wir fragen, wodurch die Grenze 
ihroB GOltigkeitsbereicha bestimmt ist 

Die Antwort darauf lautet sehr einfach: Da wir in § 69 die 
magnetische Wirksamkeit des YerschiebuDgastromes nicht berück- 
sichtigten, so können die dort abgeleiteten Resultate nur gelten, so 

lange in {272) alle Torkommende Werthe von (1 +4«ft)-jr— etc. 

gegen den Leitungsstrom u, v, vi Temachlässigt werden d&rfen. FQr 
hinreichend langsame Schwingungen mnls das stets der Fall sein. 
Wir bezeichnen die Ströme dann als quasistationär, um anzu- 
deuten, dafs wir sie für ihre magnetischen Wirkungen als stationär 
betrachten. Consequenter Weise mOssen wir dann in (273) die zeit- 
liche Vermehrung der elektrischen Energie 

-|^ { -^ jj/(l + 4 « ft) (^» + r» + Z«) d« (ij, d» } 

gegen das vom Strom in Energie nicbtelektromagnetischer Art um- 
gesetzte Energiequantnm 



///'^ 



i [Xu + Ff + Zw) dxdydx. 
Temachlässigen. Zugleich werden die Componenten der magnetischen 
Kraft im unendlichen wie -^ Null, da dies für das statische mag- 
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DeÜBclie Feld stets gilt, mag es nun von Strömen oder von perma- 
nenten Magneten oder von beidem erregt werden. Daher ver- 
schwindet das Flächenintegral in (273) fOr die unendlich ferne 
Flache, so dals fOr die Anwendung auf den unendlichen Baum 
nur abrig bleibt 



+ i 1 1 (Xu-\- 7t>+ Zti>)dxdydz~0; 



(273 b) 



Dals wir bei der Theorie der Indactdon von der elektrischen 
Energie absahen, war also durchaus gerechtfertigt 

För ein System linearer Ströme I^, welche Stromkreise mit 
den Widerständen io^ und den elektromotorisdien Eiitften E^ dnrch- 
öieisen, ist (vei^L § 61) 

fff(X«+ Y^ + Zv>)dxdydx = StV». - K^J- 

Bezeichnet 3B die magnetische Enei^e des Systems, so geht (273 b) 
aber in 

^ - S-^a-'« + SV«, = 0- (273c) 

FOr den einzelnen Strom haben wir in § 69 die Gesetze der 
Selbstinduction sowie die der Indnction durch Yerschiebung eines 
Magneten aus dem Enei^esatz abgeleitet Für mehrere Ströme 
wfirde das müslingen; denn dieser Satz liefert auch für mehrere 
Yariabele nur eine Gleichung, reicht also im Allgemeinen nicbt aus. 
Die zu (248 a) und (248 b) fahrende Betrachtung war nicht, wie 
der zu (248) leitende Schlufs, streng, sondern beruhte nur auf Ana- 
logie. Nur die Uebereinstimmung mit der Erfahrung sicherte ihr Er- 
gebnis. Wohl aber muls es nacbtr^lich möghch sein, die üeber- 
einstimmung unserer Inductionstheorie mit dem Energieprincip 
nachzuweisen. 

Dieser Nachweis ist aas dem Grunde noch nicht in dem all- 
gemeinen Theorem des vorbeigehenden Paragraphen enthalteD, weil 
wir dort nur von ruhenden E&rpem sprachen. Für bewegte Körper 
haben wir keine allgemeine Theorie aufgestellt Aus Stetigkeits- 
gründen können wir aber scblieCseQ, dafs, wenn die Bewegungen 
hinreichend langsam erfolgen, und die Ströme quasistationär sind, 
aoiser magnetischer Energie, JouLE'echer Wärme und Arbeit elek- 
trischer Kräfte nur noch Arbeit ponderomotorischer Kiilfite in merk- 

wMt Ph/dk. Dd. IV. 26 
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lieber Grö&e aiiftreteii kann. Diese wird aber durch die AboaluDe 
des Selbetpotentiala P des StromB^BtemB geraeBsen, welche bo za 
berechBen ist, wie wenn die StromBtärken konstant blieben. Deuten 
wir diese Bedingung durch die Schreibweise 



an, so ist (27Sc) za verrollständigen za der Gleichang 



dn 



S^-^-i + SV«'-- 



Die Sammationen sind Qber alle Stromkreise anszaf&hrea. 
(247 c) SB = — P ist, geht sie über in 



dt 



+ ^L_. +24^.- 



(215) 



Dies mala nach der Indactionstheorie eine Identität sein, wenn sie 
und die ElektrodTnamik mit dem Energieprindp verträglich sein 
sollen. 

Nun ist bei AnsschloiB permanenter Magnetiaimng die magne- 
tische Enei^e eine homogene quadratische IWction der Strom- 
stärken, da die Componenten der Feldstärke lineare homogene Fonc- 
tionen von itmen sind; also 



-P=- 



Poihh, 



Po* =P*« 



(276) 



Die CoDHtanten p,a sind die Selbatinductionacoef&cienten, p^ (a 
verschieden von 6) die gegenseitigen IndnctionBcoefScienten der Strom- 
kreise [siehe § 6d); die letzteren können im Gegensatz zu den ersteren 
auch negativ sein, doch ist ihnen, da 3B nie negativ und Null nur, 
wenn alle 4 gleichzeitig verschwinden, werden kann, die Bedingung 

Pn Pii • ■ • Pin 

Pti Pat ■ • ■ Ptn 

P-i P^ • ■ ■ P*n 
auferlegt Die im Stromkreis von I^ inducirte Kraft ist nach {! 
gleich -— - 1 ■ j — - j , d. h. es besteht die Gleichung 

d { dP\ 
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Hultiplitäit mao sie mit ^ and aammirt über alle StrOme, bo 
findet man 

Nun besteht aber die Identität: 

7J\^'-eX:l ^^U\eZI'^^^. TT- 

und nach dem E[ii.sB'iicheD Satz für homogene FnnctioneD ist 

wie man an (276] leicht bestätigt. Benntzt man diese beiden 
Gleichnngen, so geht (277) Ober in 

nnd dies ist, da 

dP gP dA /dP\ 

dt '" ^ dl^ dt '^\dt li.^not' 

identisch mit der das Eaergieprindp fonnolierenden Gleichuig (275) 

dP , ldP\ 



dt ^\dt } 



h'E^{E»~ !,«>.) = 0. 



Dieser Beweis macht implicite daron Gebranch, daXs man ein 
System von elektrischen Strömen als cyclisches System betrachten 
kann. Das Nähere hierüber siehe Band I dieser Vorlesnngen 
8 76 a. f. 

Nicht ganz in den Bahmen der hier besprochenen Annäherung 
passen die Entladungsschwingnngen eines elektrischen Gondensators; 
denn wenn ancb längs des Schlieisüngsdrahtea der Leitongsstrom 
den VerschiebnngBstrom weit überwiegt, so fehlt der entere zwischen 
den Belegungen des Gondensators ganz, und da die Summe aas 
Leitunge- nnd Yerschiebungsstrom, der elektrische Gtesammtstrom, 
nach § 71 stete geschlossen ist, ist der letztere hier bestimmt nicht 
zn yemachlässigen. Aber weil er nur zwischen den Gondensator- 
platten merklich auftritt und nach (256) magnetisch gerade so wirkt 
wie der Leitnngsstrom, bestimmt sich das magnetiBche Feld, wie wenn 
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der Condensator keine UntorbrechiiDg der leitenden Strorababn, 
sondern nur eine Yerbreitemng wäre. Aus demselben Qmnde wie 
oben ^t daher in der Energiegleicbong (273) das Flädienintegnl 
fUr die unendlich ferne Fläche fort 

Dagegen mu& die elektrische Enei^e des CondenBators dnrch- 
ans berUcksicbtigt werden; sind die Schwingungen nicht zn schnell, 

so moljg sie wie im statischen Fall gleich -^-^ sein, wo e die liadung 

der einen Belegung, G die Capacitfi,t bedeatei Ans der Energie- 
gleichang folgt also, wenn wir die magnetische Energie mit HtÜfe 
des Selbstinductionsooefficienten p berechnen. 



Dabei ist von einer elektromotorischen Eraft im Schliefsungedraht 
abgesehen. Führt man hier die Differentiation nach t ans tind be- 
nutzt die Belaüon 

dl 

Bo findet man 

und durch Dirision durch / und nodunahge Differentiation nach t 



Dies ist die Differentialgieichung gedämpfter Schwingungen; und 
zwar vertritt, wenn man sie mechanisch deuten will, der Selbst- 

inductionscoefficent p die Masse, —^ die treibende Er&ft, withrend 

das Glied mit w die Dämpfung bestimmt Ihre ToUständ^ LOsnng 
lautet 

wobei J, und ^ die beiden Integratjonsconstanten, a^ und a, ^^ 
Wurzeln der G-leichung 
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sind; es ist demnach 

1^. 






Fttr die DiscoBsioD sind zwei wesentlich Terscbiedene I^e za 
unterscbeiden. Ist 

so sind a■^ and «, complex nnd die roUständige Lösang lautet: 



i = e " \iy " +j,s "' " ;. 

Hier ist / freilich noch complex; zwei unabhängige Teelle L&sungen 
gewinnt man aber leicht, wenn man Über die Integrationsconstanten 

7, nnd ^ Bo Terftlgt, dals man einmal I^ ~ I^ = -^ 1', das andere 

T' 
Mal ^ = — 7j a= — — setzt; diese lauten 

7.7T^'co.(^j/^-»-.,) 



'-'■•'^''^iwff- 



w*.( 



Die Entladungsschwingnngen sind dann periodisch, wenn sie auch 

gemäfs dem Factor a'äy' mit der Zeit abklingen. Die Periode 
beträgt 

4«p 



also bei sehr kleinem, gegen 2 1 
des Widerstandes iv 

Nach dieser Formel schätzte Hbbtz die Periode seiner Schwingungen 
bei den in § 75 erwähnten Yerenchen, wenngleich sie dafür nur in 
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roher AuDäherniig gelten kann. Im AUgemeinen wächst aber die 
Periode mit zunehmendem Widerstand. Wird schlie&lich 



ao sind o^ nnd a, beide reell und die allgemeine Ldatmg der 
Differentialgleichang (279), 



1=1^ 

zeigt, d&ls die Endadang aperiodisch vor sich geht. 

Eine ansfUhilidiere DiscuBsion dieser Differentialgleicbung findet 
sich in Band I dieser Torleeuiigen § 32. 



